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SUR LA CONSTRUCTION DES COURBES
TRANSCENDANTES PLANES DONT LES EQUATIONS
SONT A COORDONNEES SEPAREES

Dans des articles récents insérés dans I’ Enseignement mathéma-
tique, j'ai signalé 'intérét de la classification des courbes trans-
cendantes particuliéres qui résulte des beaux travaux de Cnasres
et de Fourer sur les caractéristiques des systémes de courbes
planes, de Cresscu-Lixpemaxy sur les connexes algébriques et de
M. Gino Loriasurles courbes panalgébriques. Entre la Geomeétrie
analytigue qui fut, dans ces derniers temps, développée d'une
maniére excessive et la (Géométrie supérieure, une place est certai-
nement due a I'étude de la Géométrie supérieure plane, c’est-a-
dire des applications des équations différentielles aux courbes
spéciales remarquables transcendantes ou algébriques. Parmi les
multiples résultats qui ont été obtenus relativement aux courbes
transcendantes, j’ai trouvé trop peu de traces de recherches con-
cernant leurs constructions effectives.

[’Antiquité nous a transmis de belles solutions de divers pro--
blemes de constructions géométriques; les questions de cette
nature n’ont jamais cessé de préoccuper les géometres et nous
possédons actuellement un tres grand nombre de constructions
géométriques de courbes algébriques point par point, ou tangente
par tangente. Mais en ce qui concerne les courbes transcendantes,
par suite de I'impossibilité de les construire au moyen de la regle
et du compas, des considérations analogues font défaut.

Aussi ai-je cru devoir consacrer quelques recherches a I'étude
de la construction effective des courbes transcendantes planes.
LL.a question se pose sous la forme suivante :

1° Une courbe transcendante plane est supposée matériellement
réalisée ; on -en posséde un gabarit, par exemple. Quelles sont les
courbes transcendantes remarquables qu’il est possible d’en faire
dériver en effectuant des constructions élémentaires au moyen de
la regle et du compas ?

Connaissant les tangentes et les centres de courbure de la
courbe primitive en ses divers points, sera-t-il possible de con-
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struire élémentairement les mémes éléments pour les courbes
transformeées ?

2° Réciproquement, 'étude d’une courbe transcendante étant
imposée, choisir le plus simplement possible une courbe primi-
tive dont on puisse la faire dériver, au sens qui précede.

L.e probleme ainsi posé est évidemment un cas particulier de la
théorie des groupes de courbes se déduisant les unes des autres
par des transformations rationnelles: les constructions élémen-
taires au moyen de la regle et du compas s’expriment en effet par
des formules de transformations rationnelles. Inversement, au
contraire, une transformation rationnelle ne peut en général étre
effectuée a 'aide de constructions élémentaires.

Il résulte donc de ce qui précede qu'une construction élémen-
taire laissera invariant 'ordre minimum de l'équation rationnelle
satisfaite par une courbe transcendante particuliere. Toutes les
courbes qui dérivent ainsi d'une courbe algébrique sont algébri-
ques et, réciproquement, une courbe algébrique ne peut étre
déduite que de courbes algébriques par des constructions élémen-
taires ; de méme, en opérant sur une courbe panalgébrique parti-
culiere, on déduira de celle-ci de nouvelles courbes qui seront
nécessalrement panalgébriques. I.'ensemble des courbes panalgé-
briques sé décompose ainsi en groupes de courbes se rattachant
entre elles au moyen de constructions élémentaires.

J’ai déja signalé un exemple de ce fait dans un article intitulé :
Application d’une transformation de M. Brocarp « la construction
de certaines courbes transcendantes. 11 s’agit de la transformation
qui a permis de déduire du cervcle le trifolium oblique. Prenant
pour courbe transcendante primitive la spirale d’Archimede, en
raison de sa grande simplicité et de son importance historique,
on constitue une famille de courbes se rattachant a elle au moyen
de constructions élémentaires: la spirale hyperbolique, la déve-
loppante de cercle, la tractrice compliquée de Corrs, le lituus de
CotEes, les spirales de GariLie et autres spirales de Fermar, en
sont les exemples les plus remarquables. Une autre famille de
courbes transcendantes, liées entre elles par des transformations
bien simples, est celle qui comprend la guadratrice de DixosrraTE,
les courbes plus générales que celle-ci rencontrées par CHasLEs,
a propos de I’hélicoide gauche, la cochléoide de Farxexsurc, la
syncochléoide et les courbes connexes. Jal montré que la trans-
formation de M. Brocarp, ui n’avait pas jusqu’ici été utilisée
dans le domaine des courbes transcendantes, permet de déduire
les cochléoides de la spirale hyperbolique : les deux familles pré-
cédentes, importantes du point de vue historique principalement,
forment ainsi une famille unique de courbes quadratrices.

Mais ce qui est encore plus remarquable, ¢'est que la cycloide
elle aussi se rattache a cette famille. Par la transformation de
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\} et, 1l es ible iduire les courbes trans-
M. Brocarp, en effet, il est possible de déduire les courbe

. LAY ’[ . . N
cendantes particulieres d’équations polaires

Fr—=0.sin0 |,
r—=~0.cos0 ,

de la spirale d’Archimede. 1équation de la cycloide, en coordon-
nées polaires tangentielles de Hussi, est d’autre part

o — ¢ sing

W — g cos g ,

W = sing — @ COSQ ...
suivant la position du point pris pour pole. Cette cycloide est |
done Pantipodaire d'une des courbes précédentes, déduites de la !

spirale d’Archimede. 17 est donc possible de rattacher la construc-
tion tangente par tangente de la cycloide & la spirale d’Archimede
supposée donnée point par point.

Dans Particle cité, on trouvera d’autres exemples d’applications
de la transformation de Brocarp aux épis, a la spirale logarith-
mique... Je terminerai les considérations qui la concernent, en
faisant observer que cette transformation peut étre remplacée par
la transformation définie par les formules

B = ¥, . re — ry sin 0;

celle-ci se rattache a Uinversion généralisée, a laquelle sont consa-
crés les paragraphes 187 et 188 d’un récent ouvrage': il suffit
d’appliquer la transformation par inversion généralisée a la spirale
d’Archimede et a un cercle passant par le pdle ou & une droite
quelconque, pour obtenir la guadratrice de Dinostrate ou la courbe
podaire de la cycloide par rapport a un sommet. La construction
des tangentes s’effectue immédiatement si 'on suppose connues
celles de la spirale d’Archimede.

De méme que les courbes panalgébriques, les courbes d'ordre
o — 2 se divisent en groupes: l'une des courbes d’ordre v — 2
étant réalisée matériellement, on pourra en faire dériver de nou-
velles courbes. 1l sera aussi intéressant de supposer données les
courbes panalgébriques: en opérant sur une courbe d’ordre w =2
et sur un certain nombre de courbes panalgébriques, on construira
des courbes d'ordre w > 2. En opérant de méme sur une courbe

“d’ordre w = 3 et sur des courbes données d’ordres w = 2, w = 1,

® = 0, on construira de nouvelles courbes d’ordre @ > 3. Et ainsi

! H. Bouassu et K. Turrikre, Exercices ct compléments de mathématiques géndrales,
1912 (pp. 149-150). ’ fa

L'Enseignement mathém., 16¢ annde . 1914,
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de suite. En opérant enfin sur une courbe hypertranscendante
donnée et sur des courbes transcendantes d'ordres o finis, on
formera de nouvelles courbes hypertranscendantes. Ainsi que je
I'ai précédemment signalé, la courbe hypergéométrique d’Euler
est un exemple de courbe hypertranscendante, d’apres un théo-
reme de M. O. Horprr sur la fonction eulérienne de seconde
espece. On pourra, par conséquent, rattacher a cette courbe
hypergéométrique de nouvelles courbes hypertranscendantes.

Un cas particulierement intéressant est celui qui concernc la
construction de la développée d'une courbe transcendante. l.a
construction tangentielle de la développée est immédiate ; mais
pour construire la développée point par point il faudra connaitre
non seulement la courbe primitive, mais encore une courbe d’ordre
égal ou moindre: la radiale, selon la dénomination de Tiicker.
Une courbe transcendante et sa radiale étant toutes deux connues
point par point, on pourra construire la développée de la premiere
point par point: jai déja signalé 'exemple de la clothoide et de sa
développée, qui sont toutes deux d'ordre o — 3; la radiale de la
clothoide est une courbe panalgébrique : le lituus de Cotes. ‘

Au lieu de se donner point par point la radiale de la courbe
transcendante, on pourrait se donner langente par tangente la
courbe que dans de récents travaux « Ueber bestindig elliptisch,
parabolisch oder hyperbolisch gekriimmte Kurven » (MATHEMATISCHE
AnNaren, 1912, p. 285 et pp. 593-595), M. H. MourmaNN a associée
atoute courbe plane sous le nom de « Minkowskische Kriimmungs-
bild ». Mais la construction au moyen de la radiale est plus pra-
tique, parce que les images de Minkowskr sont généralement bien
moins simples que les radiales de Ttcker.

Parmi les constructions géométriques opérant sur plusieurs
courbes transcendantes, je signalerai d'une maniere toute parti-
culiere la construction des cowurbes transcendantes a coordonnées
seéparées. Je dirai qu'une courbe est représentée par une équation
a coordonnées séparées, lorsque cette équation sera donnée sous
la forme:

[lx) =gy

ou lorsqu’elle sera susceptible d’étre mise sous cette forme, les
deux fonctions f(x), g(y) des deux coordonnées cartésiennes.r ety
étant particulierement simples. C'est ce qui arrive dans le cas d’un
tres grand nombre de courbes transcendantes particuliéres, ainsi
que des exemples ultérieurs le mettront en évidence.

Aux paragraphes 211-215 des FExercices et compléments de ma-
thematiques génerales, M. 1. Bouasse et moi avons étudié une
transformation géométrique opérant sur trois courbes qui nous
a été utile pour effectuer la construction, au moyen de deux
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paraboles et d’un cercle, des quartiques d’équation
(x* — 1) + () — 1)* = a* == const ;

qui, dans certaines conditions, admettent le nombre maximum
de tangentes doubles réelles que fixent pour les quartiques les
formules de Pricker. — Cette transformation se définit ainsi :
Etant données trois courbes (C,), (C,), (C,), on considere un rec-
tangle variable et mobile, dont les cites gardent des directions
invariables et dont trois sommets décrivent respectivement les trots
courbes (C,), (C,), (Cy) imposées. Le liew (C) du quatrieme sommet
est la courbe transformée des trois premiéres qu’il s’agit d’étudier.

On observera que lorsque (C,), (C,), (C,) sont t1ois lignes droites,
il en est de méme de la courbe transformée (C). Si donc les trois
premieres courbes sont données ponctuellement et tangentielle-
ment a la fois, la courbe (C) pourra étre construite point par point
et tangente par tangente : la tangente a (C) est, en effet, la trans-
formée des tangentes a (C,), (C,) et (C,). Nous avons d’ailleurs
fait connaitre la relation qui lie leurs coeflicients angulaires. —
Un cas de cette transformation mérite un examen particulier:
c’est celui pour lequel 'une des courbes est la bissectrice & — y
des axes coordonnés (supposés rectangulaires). [.a relation entre
les coeflicients angulaires se simplifie encore, de méme que celle
qui lie les courbures : les constructions des tangentes et des cercles
osculateurs deviennent beaucoup plus simples.

Considérons les deux courbes directrices (C,) et (C,) et suppo-
sons-les représentées par les deux équations :

I

(Cy) y = flx) .

(Cs) x g(y) s

le déplacement et la variation du rectangle ABCD sont ainsi
définis : ses cOtés restent paralleles aux axes coordonnés ; le som-
met A décrit la droite d’équation « = y; les deux sommets B et D
voisins de A décrivent respectivement les courbes (C,) et (C,); le
sommet C situé sur laméme diagonale que A décrit la courbe (C);
I'équation de celle-ci est

flx) = gly)

Ce mode de génération des courbes (C) a coordonnées séparées
s'applique 4 un grand nombre de courbes connues. C’est ainsi
qu’en partant de deux chainettes panalgébriques d’équations

(¢) y = ch2x 4+ ¢,

I

(¢s) @ ch 2y — ¢* |
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égales entre elles et par conséquent nécessitant un gabarit unique,
on construit la courbe ' = 2} d’équation

ch 2y — ch 22 = 262,

analogue a une courbe rencontrée par M. Gomes Trixeira dans
des recherches sur la théorie du développement des fonctions
analytiques en série ordonnée suivant les puissances du sinus de
la variable; quant a la courbe de M. Teixeira, courbe dont I’'équa-
tion est:

ch 2y — cos 2x = 2¢?

il faudra deux gabarits, pour la construire effectivement: 1'un
d’eux représentera une sinusoide et 'autre une chainette ordi-
naire. LLorsque le parametre ¢ varie, les trajectoires orthogonales
des courbes précédentes et de celles de M. Trixrira sont de nou-
velles courbes a coordonnées séparées :

tang x = k tang v : tang x = A thy .

les courbes (C,) et (C,) sont, dans le premier cas, deux tangen-
toides dont 'une est homothétique de l'autre et qui, par consé-
quent, peuvent étre construites a l'aide d'un seul gabarit. Dans
le second cas, au contraire, il faudra utiliser deux courbes trans-
cendantes : pour construire, en effet, les trajectoires orthogonales
des courbes de M. Teixeira, il sera nécessaire de posséder deux
gabarits représentant I'un une tangentoide ordinaire, et l'autre
une tangentoide hyperbolique. Je citerai encore la courbe d’Euler
représentée par ’équation

x) =y

elle n’est pas sous la forme a variables séparées; mais il est pos-
sible de la réduire aisément a une telle forme:

logr  logny

x v

il suffira encored’un seul gabarit pour construire les deux courbes

(C,' et (C,) correspondantes :

log x | :
Yy = o8 % , a = 08 ) .

x y

En prenant pour (C,) (C,) deux courbes algébriques, on obtient
ainsi pour courbe (C) une courbe qui est nécessairement algé-
brique. En prenant une courbe algébrique et une courbe trans-
cendante d’ordre w,, on est conduit a une courbe de méme ordre
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w,: c’est le cas de la courbe d’équation (Gino Loria, Spezielle

ebene Kurven, I, p. 240)

Y — 2y cosx = @ :

qui est construite avec une hyperbole et une sinusoide: elle est
panalgébrique. Plus généralement, en opérant sur deux courbes
dordres w, et ©, (w, > o,) la courbe transformée sera d'ordre
w, + o, ou d’un ordre moindre mais supérieur a o, .

Mais si les deux ordres sont égaux, la courbe résultante pourra
n'étre pas dordre w, — w,. Il pourra y avoir un abaissement
d’ordre. Prenons par exemple les deux courbes d’équations

/ dy , dx
xr = — ¥y = — Epte—
V' Riy) ‘ V' Rix)

R désignant un polynome du quatrieme degré: ce sont deux
courbes panalgébriques; la courbe résultante est algébrique. On
pourrait eneore citer les courbes :

x = m.logy , y=n.logx ,

m et n étant deux nombres algébriques dont le rapport est ra-
tionnel. Au cas simple ou m=—=n=—=1, on a les deux logarith-
miques directrices considérées dans la méme transformation, déja
proposée par M. Brocarp dans la question 2798 de I'/ntermédiaire
des Mathématiciens, 1904, p. 162.

Je terminerai en donnant quelques exemples de courbes trans-
cendantes qui peuvent ainsi étre construites comme courbes a
coordonnées séparées : les courbes d’équation

sin . sin y == const. ,
et leurs trajectoires orthogonales

cos x
- — counst. |
cos y

qui se présentent dans I’étude de la surface minima de ScuEerk ;
le dilogarithme d’Euler ; le double-sinus (les deux courbes (C,) et
(C,) sont alors identiques); les lignes de MErcATOR-SUMNER et la
chainette de Corroris, en particulier...

Emile Turriere (Montpellier).
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