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112 E. TURRIERE

ciens grecs, mais qu’il ne faut pas oublier qu’elle doit étre obtenue
par approximations successives et qu’elle est le but et non le point
de départ de I'enseignement.

Au sujet de la section mathématique et principalement des
futurs physiciens et ingénieurs, il estime que 'éducation mathé-
matique doit donner des notions précises avec leurs démonstra-
tions exactes et ne pas se contenter de procédés appliqués méca-
niquement.

(La Rédaction.)

SUR LA CLASSIFICATION ET LA CONSTRUCTION

COURBES TRANSCENDANTES

1. Au sujet de mon article Courbes transcendantes et interscen-
dantes, paru dans 1'finseignement Mathématique (mai 1912, pp.-
209-214), M. Gino Loria a fait, dans le numéro suivant (pp. 291-
293), quelques remarques dont 'importance n’échappera a aucune
des personnes qui s’occupent des courbes particulieres.

Jusqu’a présent, en effet, les courbes interscendantes n’avaient
été citées qu'en passant par quelques auteurs, et leur topologie,
ainsi que 'écrit M. G. Loria esttoute a faire. Ce que l'on en avait
dit de plus intéressant peut se résumer dans ces bréves et précises
considérations d’EuLer :

«.... De la nait la premiére espece et comme la plus simple des
« courbes transcendantes ; ce sont celles dont 'équation renferme
« des exposantsirrationnels. Commeil n’entre dans leur expression
« ni logarithmes, ni arcs de cercles et qu’elles proviennent de
« la seule considération des nombres irrationnels, elles paraissent
« en quelque sorte appartenir a la Géométrie ordinaire; et c’est
« pour cette raison que Lrisniz les a appelées interscendantes,
« comme si ellestenaient un certain milieu entre les courbes algé-
« briques et les courbes transcendantes.

« On aura donc une courbe interscendante dans celle qui est
« exprimée par 'équation y — 2% ... Si nous nous contentons

« de prendre seulement une valeur approchée de /2 en mettant
307 17 4199

20 50 120 290 ;o U OX

« priment & peu pres la valeur de 4/ 2, nous aurons bien i la vé-

« a saplace quelques-unes des fractions
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« rité des courbes algébriques qui approcheront de se confondre
« avec celle qu'on demande... Cette courbe est censée d’ordre in-
« fini... Si nous voulions construire exactement cette courbe, nous
« ne pourrions le faire sans le secours des logarithmes.... On
« pourra donc de cette maniere calculer les appliquées* correspon-
« dantes & chaque abscisse pourvu qu'on attribue a l'abscisse &
« des valeurs positives. Mais si 'abcisse « obtient des valeurs
« nmégatives, il sera alors difficile de dire si celles de y seront
« réelles ou imaginaires; car soit # —=— 1; ue signifiera (— 1)‘/2 ?
« (Cest ce qu'on ne peut savoir parce que les valeurs qu'on peut
« trouver pour 1/ 2 ne sont ici d’aucun secours... »?

C’est pourquoi j’avais cru devoir appeler 'attention des lecteurs
de I'Enseignement Mathématique sur cette catégorie des courbes
transcendantes particulieres, et je remercie M. Gino Loria d’avoir
bien voulu me préter, en m’approuvant, un appui que la haute
compétence de ce géometre dans toutes les questions relatives
aux courbes rend précieux. A la fin de son article, M. Loria fait
observer qu’il existe une profonde différence entre la topologie
des paraboles interscendantes et celle des paraboles algébriques;
cette réflexion m’aamené a développer les considérations suivantes,
qui se rattachent a la classification rationnelle des courbes
transcendantes.

2. — L.a courbe

y=ux 2 (1)

étant supposée construite, des transformations géométriques
simples permettent de construire a partir d’elle d’autres courbes
interscendantes; ¢’est ainsi que la courbe '

VoS x -+ xl/?

qui fut considérée par Cramer® est la diamétrale d’une ligne droite
et d’'une courbe semblable a la courbe(1); une transformation
simple permettra de méme de construire & partir de la courbe (1),
la courbe d’équation

xX V".‘f /J.
) = ax’ = — —
2/ 2 axV 2

citée par M. Loria et par moi-méme dans nos articles. Mais I’étude

%)

1 « Les ordonnées ».

2 Introduction & I'analysc infinitésimale, tr. par Labey, Paris 1797, t. 1I, p. 288.

3 Gino Lowria, Spezielle Algebraische und transzendente ebene RKurven.... t. I, p. 1. —
G. CrAMER @ Introduction ¢ Uanalyse des lignes courbes algébriques, 1750, p. 8; cet auteur
se borne d’ailleurs & rappeler la définition des courbes interscendantes de Lrisxiz et a citer
Vexemple en question, sans entrer dans aucun développement a son sujet.
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de la courbe d’équation

3y = xV 2 + av 3 (3)

seralt autrement compliquée puisque cette courbe (3) est la diamé-
trale de deux paraboles interscendantes distinctes :

2y = 22 2y =5
pour construire la courbe (2}, il suffit de développer /2 4 1 et
/2 — 1 en fractions continues et d’examiner les deux familles de
courbes algébriques qui correspondent aux réduites de rang pair
et a celles de rang impair: les réduites choisies, a chaque opéra-
tion, pour représenter les deux nombres 4/ 2 4+ 1 et /2 — 1 se-
ront liées I'une a l'autre, leur différence devant étre rigoureuse-
ment égale & 2. En ce qui concerne la courbe (3), au contraire, on
devra développer séparément /2 et {3 en fractions continues;
aucune relation ne pourra étre imposée « priori aux réduites choi-
sies pour représenter les deux nombres irrationnels; a une ré-
duite déterminée de /2 on sera libre, par exemple, d’associer
plusieurs réduites de /3 . En d’autres termes, la complexité de
la discussion de la courbe (3) est double de celle de la discussion
de la courbe (2).

Il serait possible de former des exemples de courbes inters-
cendantes dont la discussion serait ainsi de plus en plus com-
pliquée et exigerait la connaissance de 3, 4,... n paraboles
interscendantes particulieres : il suffirait de considérer les
courbes

I

y ;)c‘/h2 —+ x‘/‘é— -t~ xTr ,

y = 22 a3 2T b at

Ces exemples prouvent qu’il est possible en une certaine mesure
de se rendre compte a priori du degré de complexité de la
discussion d’une courbe interscendante d’équation ‘

y = S "
les m; étant des nombres irrationnels : ce degré de complexité
serait égal au nombre de paraboles interscendantes distinctes
dont 1'étude préalable serait nécessaire pour aborder celle de la
courbe (4). Il y a lieu de préciser, de présenter la question sous
une forme plus générale et de donner du degré de complexité
une définition mathématique.

3. — La classification des courbes transcendantes planes parti-
culieres a depuis longtemps préoccupé les géometres. Kurer
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signalait déja « le nombre des couvbes transcendantes comme
bien plus considérable que celui des courbes algébriques »
(loc. cit., p. 287). Depuis 1748, le nombre des courbes transcen-
dantes. ayant fait 'objet de recherches spéciales, est allé en
grandissant constamment; sans citer la théorie des fonctions, les
Sciences appliquées les plus diverses ont mis en évidence des
propriétés de bien des courbes transcendantes plus ou moins
curieuses. l.es équations des courbes transcendantes présentent
d’autre part des différences telles qu’il n'en résulte de prime
abord aucun principe de classification. Quelle que soit son
importance par ailleurs, la Géométrie intrinseque d'E. Cesaro est
absolument insuflisante pour une classification tant soit peu
générale. S’inspirant de certains travaux de Cnasces, de Fourer
et de Cresscr-LixpeEMaxy, M. Gino Loria! a étudié sous le nom
de courbes panalgebrigues, les courbes transcendantes qui vérifient
une équation différentielle du premier ordre, algébrique en
-

2, Y,y = Tx (coordonnées cartésiennes ordinaires.

A la page 11 de son ouvrage magistral, M. Gixo Loria se borne
a indiquer en quelgues lignes quel serait le principe d'une classi-
fication rationnelle des courbes transcendantes particulieres. La
e classe contiendrait les courbes transcendantes telles que les
points de contact des tangentes issues d'un point quelconque
soient situés sur une courbe algébrique {courbes panalgébriques :
la deuxieme classe contiendrait les courbes qui se déduisent des
courbes panalgébriques, comme celles-cise déduisent des courbes
algébriques ;... et ainsi de suite. L.e nombre des courbes trans-
cendantes qui ne sont pas panalgébriques est si restreint que
M. Gixo Loria ne croit pas devoir insister au sujet de leur
classification. Mais pour préciser ce que je dis ci-dessus 4
propos de la construction des courbes interscendantes, je suis
obligé d’entrer dans plus de détails qu’il ne 1'a fait lui-méme.

Soit une courbe transcendante (C) rapportée a des axes de
coordonnées (O Oy); soient y', y”, ... y"' les dérivées successives
de 'ordonnée y parrapport & 'abscisse 2. Observons tout d’abord
que si la courbe (C) est une intégrale particuliere d’une équation
différentielle algébrique, il existe une infinité d’équations diffé-
rentielles algébriques quiadmettent cette courbe (C) pour intégrale
particuliere : il suffit de dériver I'équation primitive pour former
de nouvelles équations de cette nature. |

Une courbe panalgébrique ne peut étre intégrale que d’une
seule équation différentielle du premier ordre, algébrique en
Z, Y,y +en éliminant, en effet, y’ entre deux équations de ce
type, on obtient une relation algébrique entre et 7. De méme,

1 Spezielle ebene..., 11, p. 2-11.
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une courbe transcendante qui n’est pas panalgébrique ne peut
satisfaire & deux équations différentielles, algébriques et du
second orvdre : il suflivait d’éliminer y” entle elles pour arriver a
un résultat contraire a 'hypotheése faite sur la courbe. D’une
facon générale, considérons une courbe [C)intégrale commune e
deux équations différentielles, algébriques et de méme ordre n:
I'élimination de la dérivée »'"', entre ces deux équations, conduit
- a une équation d’ordre n — 1 au plus. En d’autres termes, si une
courbe transcendante satisfait & une ou plusieurs équations diffé-
rentielles algébriques, il est certain (ue, parmi les équations, en
nombre infini, de cette nature, auxquelles elle satisfait, il en
existe une d’ordre minimum , et que cette équation d’ordre
minimum @ est unique.

[.a détermination de cette équation d'ordre minimum peut dtre
faite par des calculs élémentaires de dérivations et d’éliminations
lorsqu’on connait deux équations différentielles algébriques indé-
pendantes satisfaites par la courbe (C). J'entends par equatmns
indépendantes deux équations telles que celle de degré supéricur
ne soit pas une conséquence de celle de degré momdle. Soient
deux équations d’ordres respectifs m et n avec m < n et que je
suppose indépendantes; en dérivant n— m fois I'équation d’ordre
moindre /7 et en éliminant ensuite ' entre l'équation obtenue
et 'équation donnée d'ordre n, je remplace cette dernicre par une
équation d’ordre inférieur n,. En opérant de méme sur les équa-
tions d’ordre m et n, je remplace celle des deux qui est d'ordre
le plus grand par une équation d’ordre inférieur, et ainsi de suite.
Apres un nombre limité d'opérations, je serai finalement conduit
au systeme suivant: ’équation d'ordre minimum précédemment
définie et une identité.

Tout ce qui précede est entierement analogue a ce qui se passe
pour les équations algébriques et les nombres irrationnels. tant
donné un nombre irrationnel algébrique, il existe une équation
algébrique, irréductible et unique qui 'admet pour racine ; toute
autre équation algébrique qui admet le nombre pour racine est
décomposable en un systéeme d'équations irréductibles, parmi les-
quelles se trouve celle qui admet le nombre pour racine

La classification indiquée par M. Gixo Loria consiste précisé-
ment a adopter pour élément fondamental le nombre entier, inva-
riant pour les transformations algébriques du plan, qui représente
Pordre minimum w. Soit en effet

Flx, y, 2, 2" ... y'%) =

I"équation différentielle algébrique d’ordre minimum attachée a
une courbe transcendante (C). Iin posant y’ =— p, cette équation
entraine la relation

Fle, v, p, p/, . p“”_“i — 0
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d’ordre o — 1 pour les dérivées de la fonction p(z). L’équation de 12.1
courbe (K} qui est le lieu des points de contact des tangentes qui
passent par un point quelconque (2,, y,) a une famille arbitraire
et dépendant d’un paramétre de courbes (C) est d’autre part

y—DXo
X — 'TO o p
cette courbe (K) est donc une courbe de la (0 — 1)™° famille.

k., — Courbes hypertranscendantes. De méme que les nombres
irrationnels se divisent en deux catégories, les nombres irration-
nels algébriques et les nombres transcendants, de méme les
courbes transcendantes se divisent en deux catégories ana-
logues : celles qui appal‘tiennﬁnt a une famille d’ordre @ déter-
miné et celles qui ne satisfaisant & aucune équation dilférentielle
algébrique ne rentrent dans aucune des familles de la classification
de M. Loria. A ces derniéres courbes, il convient de réserver le
nom de courbes hypertranscendantes, en adoptant ainsi une déno-
mination usitée par M. Epyoxp MarLrer?® dans divers travaux sur
les nombres et les fonctions. Qu'il existe des courbes hypertrans-
cendantes, cela ne fait aucun doute a priori. La théorie des fonc-
tions est telle que s’il n’est pas toujours possible de se prononcer
sur l'existence d'une fonction satisfaisant a des conditions impo-
sées, 1l est toutefois permis d’affirmer qu’il existe des fonctions
qui n’y satisfont pas. Dans le cas présent, les fonctions continues
sans dérivées donnent des exemples simples de courbes hyper-
transcendantes ; la courbe de Praxo, celle d’HiLserT, les courbes
citées dans le 18™° chapitre du second tome de Pouvrage de
M. Loria (ausserordentlichen Kurven, crinkly curves) sont des
exemples bien connus. Mais il est inutile d’avoir recours a de
telles courbes, auxquelles on pourrait méme refuser le nom de
courbes. Comme exemple remarquable d’une véritable courbe
hypertranscendante, je citerai celui de la courbe hypergéomé-
trique d’Eurer? En réponse a une question posée par Wreikk-
sTrass, O. Hotper?® a démontré, en effet, que la fonction eulérienne
I' z) ne vérifie aucune équation différentielle algébrique; il en ré-
sulte que la courbe de Warris* et la courbe binomiale de QuireLer?
‘sont aussi hypertranscendantes.

En considérant une famille, dépendant d’'un parametre, de

L Sur les fonctions hypertranscenduntes (Comples rendus de I'Académic des Sciences de
Paris, 2 aveil 1906) — Introduction & la théorie des nombres transcendants et des proprictes
amt/u;zetoqucs des fonctions. 1906. (Note IV).

2 pPour les renseignements bibliographiques sur la courbe hypergéométrique d’Euler, cf. :
Spesielle algebr aLsche und transcendente ebene Kurven, t. 2, p. 174.

8 Ueber dic Eigenschaft der Gammafunction keiner algebraischen Differ uztzalglcuhuug zu
begniigen. (Math. Ann., t. 28, 1887, pp. 1-13.)

4 Spesielle, 2, p. 110
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courbes hypergéométriques d’'Evrer, de courbes de WarLis, ou de
courbes de QuireLer, le lieu des points de contact des tangentes
a ces courbes issues d'un point quelconque du plan serait une
nouvelle courbe hypertranscendante. Il est donc possible d’en-
gendrer ainsi des familles en nombre infini de courbes hyper-
transcendantes. Voici d’ailleurs un autre exemple.

Ainsi que la démontré A. Hurwirz!, la fonction définie par la
seérie entiére

.l’”

x? x3
;“—_—1+1+,——+'*‘+ or - -

4) 271 n'!

+ o

ne satisfait a auncune équation différentielle algébrique et, par
suite, cette fonction est représentée par une courbe hypertrans-
cendante.

A coté des courbes hypertranscendantes, il convient de citer
celles pour lesquelles il est impossible de déterminer w; c’est le
cas de la parabole d'équation

C désignant la constante d’Euvrer. Cette parabole est-elle algé-
brique ou interscendante et panalgébrique ? C’est la une question
qui ne pourra étre résolue que lorsqu’on saura si la constante
d’EviLer est un nombre rationnel ou un nombre irrationnel.

5. — Iwemples de courbes classées d’apres leur ordre . les
courbes d’ordre m — 0 sont les courbes algébriques.

Les courbes d'ordre @ = 1 sont les courbes panalgébriques de
M. Loria.

Les courbes d'ordre ® = 2 comprennent : les courbes de Lang
et les spirales sinusoides lorsqu’elles sont interscendantes; les
spirales d’équation

P — (l)n

lorsque l'exposant n est irrationnel (lorsque n est rationncl ces
spirales dites algébriques sont des courbes panalgébriques); la
chainette de Corioris et les lignes, plus générales, de MercaToR-
Sumner; les courbes de Cesaro lorsqu’elles ne sont pas algé-
briques; les courbes de Risavcour lorsqu’elles ne sont pas algé-
briques ou panalgébriques; la courbe de Maria-Gaiitaxa Acness
Y = ar,

1
la courbe de HesseL y — @,

la courbe d'Evrer 2¥ = y”;

"1 Sur le développement des fonctions satisfaisant a une équation différentielle algébrique
{Annales de I'Ecole normale supéricure, 1889, [3], t. 6, p. 3271,
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certaines courbes dites hyperarithmétiques telles que la courbe
log (y? 4 ay) = sin {2* — bx)
citée par M. Loria (II, p. 353);
la courbe de G. Bioxe y = e";

la courbe de M. G. Trixrira ch 2y — ch 22 = const;
les trajectoires orthogonales

tgx = k. thy

des courbes précédentes ;

la courbe ¢* 4 ¢/ = 1;

et les courbes de mortalité de Quiouer, de Gowmrrz, d’Epyons et
de MAKEHAM ; '

la courbe de Srrucr sin 7% >< sin 260 — const ;

l'ogive de Garron V

i 2

1 9 — 5
X == — - e—¥dt ¥ == ¥y€ 2e ;
V=,

0

les deux courbes suivantes

0

2
x = « tang 0 ¥ ==y, cos 0 >< e
rencontrées par le méme auteur, et qui sont panalgébriques ou

d’ordre @ — 2 suivant que m est rationnel ou non; la courbe
étudiée par le méme auteur

M X /111 x le
= (1 o 1 —
) < + (l1> < ( 13 ag)

qui est algébrique, panalgébrique ou d'ordre w == 2 suivant que
les deux nombres m, et m, sont tous deux rationnels, que l'un
d’eux seul est rationnel ou que tous deux sont irrationnels; la
courbe représentative de la fonction d’erreur

X
»
2
3':/(3 Cdx .
0

Les équations en coordonnées biangulaires permettent de donner
de nombreux exemples de courbes d’ordre @ = 2 : c¢’est le cas de
la courbe d’équation biangulaire

2 2
b +06, =1,
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qui est repreésentée sous une forme inexacte a la page 122 des
Nouvelles Annales de 1871.

[Le nombre des courbes transcendantes d'ordre w = 3 est encore
plus restreint; je citerai la courbe de mortalité de Gauss; la clo-
thoide et sa développée; une courbe hyperarithmétique consi-
dérée par M. Loria (p. 353! et dont I’équation est

» = alter

Voici enfin des exemples de courbes dordre supérieur : les

courbes:

b

4 €

L (]

L - l,r , Vo= Pe

la courbe de mortalité de Lazarus:

X (,I (‘Jf C.T CI
Yy =— s° g1 073 o8 o n

v Di 02 5’3 Oll

ces trois exemples prouvent qu’il est possible de former simple-
ment des équations de courbes transcendantes d’'un ordre o quel-
conque, imposé a priori. \

6. — Application a la construction des courbes interscendantes
ou transcendantes. les paraboles interscendantes

y = ‘:rlll

sont panalgébriques.

Considérons les courbes interscendantes :

m 2L
y=x"t 4+ x"z; (9]

de 5 résulte par dérivation

m By
v’ = mgx’"'t - g
,
d’ou
(my — mgi 2"t = v’ — myy
n
(mg — mylx'2 = v — myy ;

m, et m, étant irrationnels, « et § entiers, la relation

v
. o K
()" — myy)” 2y — ¥ = = (g — my

):l-f—‘\rj .'l“lmi + 1‘3/112
prouve que la courbe (5] est panalgébrique s’il existe entre m; et m,
une relation linéaire a coefficients enticrs.

S’il n’en est pas ainsi, on devra dériver une seconde fois, et, en
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éliminant 27, 27, on aura une équation différentielle algébrique

x?y" my(my — 1) my(my — 1)
ey my my = 0
Y 1 1

du second ordre; la courbe (5) sera donc de 'ordre o = 2.

Pour la courbe (2), les exposants Y2 -+ 1 et /2 — 1 sont liés
par une relation linéaire rationnelle : clle est donc certainement
panalgébrique. [.’équation différentielle algébrique du premier
ordre dont elle est I'intégrale est celle ui est donnée a la page 210
de I'inseignement Mathématique (1912).

[l en est de méme des courbes de poursuite interscendantes

1 me-{-i Tl-—/n
y=31- + — :
il 2 m 4+ 1 c(m — 1)

qui sont des courbes panalgébriques quel - que soit le nombre irrva-
tionnel m. '

La courbe (3) est au contraire de l'ordre w — 2 parce qu’il
n’existe pas de relation rationnelle et linéaive entre /2 et V3.

D’une facon générale, la courbe (4] sera d'un ordre égal au
nombre des nombres irrationnels m, qui figurent dans son équa-
tion. Des relations entre ces exposants pourront réduire l'ordre .

Il résulte de ces considérations cue l'ordre w peut étre choisi
pour représenter le degré de complexité dont il était question
dans la seconde partie du présent article; elles valent pour les
courbes transcendantes comme pour les courbes interscendantes.

Dans la construction point par point d'une courbe transcen-
dante déterminée, d’ordre w,, on devra s’attacher a effectuer les
constructions avec des courbes particulieres d’ordres au plus
égaux a w,.

Je prendrai comme exemple celui de la courbe d'ordre o == 3
définie par les équations

S
3
1
x = | cos 5 ds |,
s
S‘O
S
!
= | sin 5 ds ;
e
.\'0

son équation intrinseéque

(6)

«w

v

R =

t

ro)
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prouve cue c'est une pseudo-spirale de Prroxpini particulicre,
pour laquelle la courbe de Max~xuriv est une parabole cubique;

c’est la développée de la clothoide'; il suffit d’ailleurs de poser
1 .

— = m et d'intégrer par parties pour avoir
S .
- B
| cos n?
e § .
& 2/5111 nFdy -+ 1 ’L. )
Po o
u
' sin u?
L)':——Q/cosgﬁdp.—}— u‘ ,
(¥ v
o o

équations qui sont identiques a celles de la développée de la
clothoide.

La courbe (6! peut donc étre construite tangente par tangente a
partir de la clothoide. Mais les expressions qui précedent prouvent
en outre que cette courbe peut étre construite point par point a
partir de la clothoide de méme ordre @ —= 3 et d’une courbe pan-
algébrique, 16 litius de Cores [qui est la radiale de la clothoide;) :
la courbe ‘6 est en effet, lelieu des milieux de segments de droite
limités a une clothoide et a un lituus.

C’est la une curieuse construction du centre de courbure de la
clothoide, construction qui comporte en elle-méme une vérifica-
tion, puisque le centre de courbure et la normale peuvent étre
construits indépendamment 'un de l'autre.

E. Turritre (Poitiers .

1 La développée de la clothoide est représentée dans l'ouvrage de M. Loria tome II,
planche II, fig. 191,
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