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cercle est une des coniques; il
est conjugué avec sa tangente
en S,.

l.e lieu des points P est la
droite qui passe par les points
de coupe des tangentes de la
cubique en S, avec le cercle.

Si S, et @ sont les 5° et 6°
points de coupe de la 1'¢ coni-~
que auxiliaire avec la cubique,
on peut permuter ces points;
le point P sera alors le point de
coupe de la méme conique avec

la droite S,S,. (Voir fig. 3.)

25. La recherche des asymp-
totes est liée a celle des rayons
doubles dans un nouveau fais-
ceau parallele aux deux pre-
miers. Les asymptotes sont les
tangentes par les points de
coupe a ' des rayons conju-
gués paralleles.
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ment un faisceau homographi-
que avec la division de points
sur mm,. Le cercle est une de
ces coniques; le point homo-
logue est m,, son point de tan-
gence avec P,.

[’enveloppe des droites auxi-
liaires p est le point de coupe
des tangentes du cercle par les
points de tangence de la courbe
principale avec P,.

En permutant les 5° et 6° tan-
gentes mm, et P,, la droite p
sera la jonction du point fixe
avec le point de coupe de P, et
P,. (Voir fig. 4.)

26. l.a recherche des tangen-
tes paralleles a une direction
donnée est dualistique de celle
des asymptotes dans les cour-
bes du 3° degré.

I11. — Points d’inflexion et tangentes de rebroussement.

PrREMIER cAs :

1. Méthode des rayons conjugués.
(Voir fig. 1.)

Les sommets des faisceaux
dela correspondance du (2 + 1)
degré sont S, et S,. La courbe
engendrée est C®. Comme le
point S, doit étre un point de
rebroussement, la conique auxi-
liaire doit passer par S, et sa
tangente en ce point est la tan-
gente de rebroussement de C3.

La conique auxiliaire est dé-
terminée par les ponctuelles
homographiques sur les rayons
conjugués a et @, passant par A
sur C®. La conique s’appelle

Les courbes sont du 3° degré et de la 3° classe.

2. Méthode des points conjugués.
(Voir fig. 2.)

Les ponctuelles de la corres-
pondance de (2 4 1)° classe
sont P, et P,. L.a courbe engen-
drée est K*. La base P, devant
étre une tangente d’inflexion,
ses deux points de tangence E,
et E, seront confondus en un
seul et la conique auxiliaire C?
sera tangente de P, en ce point.

Ce point est le point d’in- .
flexion.

L.a conique Ci est déterminée
par les faisceaux homographi-
ques issus des points conjugués
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K}; S,A = @ est une tangente de
Ki en C et C est le point de
coupe des rayons conjugués a
et a,.

Par S,, nous avons une tan-
gente de C®en S, et une autre
tangente de C® en B. La pre-
miére est également une tan-
gente de Kf par S,. La seconde
est une droite S,H passant par
le point de coupe H de «, avec
K

Dans le cas considéré, nous
aurons toujours un point H,
mais un seul, donc la seconde
tangente par S, est déterminée
d’une maniere absolument uni-
voque. Son point de tangence
B sur C?® s'obtient avec S,D,
D étant le point de coupe de «,
avec la tangente de Ki en H.

En joignant S, et Ba S, nous
obtenons 2 rayons S,5, et S,B
conjugués mais non récipro-
ques.

A chaque position de S, sur
(3 correspondront deux rayons
de ce genre en S,. Ces rayons
formeront ainsi deux divisions
homographiques concentriques
en S,. La tangente de rebrous-
sement sera un rayon double.

Le 2¢ rayon double corres-
pondra & un point J pour lequel
les deux tangentes de C* menées
par J seront confondues et au-
ront le méme point de tangence
J. Deux tangentes confondues
avec un méme point simple de
la courbe comme point de tan-
gence forment une tangente
d’inflexion et le point considéré
est un point d’inflexion.

Pour déterminer ce deuxiéme
rayon double nous devons d’a-
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D, et D. Elle passe par D et A
sur P, . A est également le point
de tangence de K? avec P,.
[Labase P, rencontre lacourbe
K? en son point de tangence et
un autre point B situé sur P, et
sur la tangente D,B de C! par
D,. Cette tangente représente
2 rayons confondus du faisceau
D,; le rayon homologue ND
par D donne un point double
sur P, soit B,B,. La droite B,B
ou B,B forme deux tangentes
confondues de la courbe K?2;
elles se coupent en B qui est un
point de K*; la tangente de K°

en B est donc BB, ou BB,.
Puisque D, est déja sur une
tangente P, de C{ nous ne pou-
vons plus mener quela tangente
D,B par ce point. La base P,
coupe P, en [, et ce point est
conjugué des points de tan-
gence confondus E, et E,. La
tangence de K? par B coupe P,
en B,. Les points E et B, sont
donc conjugués d’une maniere
absolument univoque sur P,.
A chaque position de la base P,
sur la courbe K? correspondent
ainsi deux points conjugués sur
P,. Ces points forment 2 divi-
sions homographiques de méme
base avec le point d’inflexion
E, E, comme point double.

Le 2¢ point double correspon-
dra a une tangente V de K* pour
laquelle son point de tangence
avec K3 et son autre point de
coupe avec K?® sont confondus.
L.es tangentes en ces deux
points confondus sont elles-
mémes confondues avec V,
donc le point est un point de
rebroussement et la tangente
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bord chercher une autre paire
de rayons conjugués par S,.

Nous prendrons A comme
nouveau point de C3. Les rayons
AS, =a=Let S,S, =L, sont
conjugués. Ils peuvent déter-
miner une nouvelle conique
auxiliaire K2. Pourcelle-cion a:

une tangente par S, en S,

une tangente par A en C, et
la tangente DE relative aux
rayons par le point B.

En procédant comme précé-
demment nous devons chercher
le point de coupe de L, avec la
conique K3. Soit H' ce point;
il faudra mener ensuite la tan-
gente de Ki par H’ jusqu’en D’
sur 1.

Pouryarriver nous cherchons
le point de tangence T de DE
au moyen des triangles inscrits
et circonscrits relatifsauxpoints
S,, C et T. Nous utilisons le
point de Brianchon.

Cela étant, nous considérons
les faisceaux S, et C pourla co-
nique K3 et leur centre d’homo-
graphie «; nous en déduisons
aisément le point de coupe H’
de S,S, avec Kj. La tangente en
H’ s’obtient avec le triangle cir-
conscrit mené par les points
S,C et H'. On emploie la droite
de Pascal.

La tangente trouvée coupe L
en D’. Les rayons S,A et S,D’
sont deux nouveaux rayons con-
jugués des faisceaux en S, .

[l reste a déterminer le rayon
double. On utilise la construc-
tion bien connue par laquelle
on coupe les faisceaux en S, par
une -conique. On emploie la
premiére conique KZ.

V une tangente de rebrousse-
ment.

Pour obtenir ce point, nous
devons avoir une 2¢ paire de
points conjugués sur P,.

Soit DD, une nouvelle tan-
gente de K?® Les points conju-
gués D et E sont pris comme
sommets des faisceaux déter-
minant la nouvelle conique
auxiliaire C;. Pour celle-ci on a:

le point E,E, et la tangente en

ce point,

le point D et la tangente DD,
puis le point de coupe C des
rayons relatifs a la tangente
BB..

On doit avoir ensuite la tan-
gente par E 4 C3 et son point de
tangence N’ sur C} afin de dé-
terminer le rayon DN’ donnant
le point BB, et la tangente
BE, ou B,

On cherche d’abord la tan-
gente de CE par C avec les trian-
cles inscrits et circonscrits des
points E,DC. On se sert de la
droite de Pascal et on trouve la
tangente CF.

Les ponctuelles sur ED, et
DD, déterminent aussi la coni-
que C;; laxe d’homographie
est E,D. On en déduit sans
peine la tangente de Ci par E
soit EM. Le point de tangence
N’ est établi avec le triangle
circonscrit D,EM.

On a utilisé le point de Brian-
chon.

Le rayon DN’ coupe P, en
BB, . Les points D, et B, sont
deux nouveaux points conjugués
des ponctuelles sur P,. Il faut
encore trouver le 2¢ rayon dou-
ble. Au moyen de la construc-
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On obtient alors le rayon S,J.
Le point de coupe de ce rayon
avec la cubique C®estJ; on le
trouve aussi avec la conique K3.

D’apres ce qui précede, le
point J est le point d’inflexion
cherche.

Soit J le point d’inflexion et
K3 la conique relative aux fais-
ceaux S, et J.

Les rayons conjugués déter-
minant cette conique sont
5,5, = &/, et JS, == &’. Dési-
gnons par H” le point de coupe
de @', avec Kj. |

Nous aurons JH” et la tan-
gente de K3 par J qui doivent
étre confondues. Donc la ligne
de jonction de J avec H” est une
tangente dela conique auxiliaire
K. t

Basé sur cette observation,
nows pouyons determiner la tan-
gente d’inflexion par J. Ce sera
la deuxieme tangente de la coni-
que auxiliaire de | par .

Pour cette conique Kj; nous
aurons la tangente en S,, le
rayon JS, qui est aussi une tan-
gente et les tangentes 1II et IV
provenant des points A et B.

Nous obtiendrons la tangente
en J avec le théoreme de Brian-
chon.

L.e point de tangence H” de
celle-ci avec Kj est également
sur le premier rayon S,S, .

3. Méthode involutive. (Fig. 3.)

[.es faisceaux de la corres-
pondance sont également S, et
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tion connue avec la premiere
conique C; on arrive au point S.
On construit la tangente en
Sde K?également avecla courbe
Ci.
D’apres ce qui précede, cette
tangente de la courbe K? par S

‘est {a tangente de rebroussement

cherchée.

Soit P, =— V par S, la tangente
de rebroussement, et C} la co-
nique auxiliaire relative aux
droites P, et P,.

Les points conjugués qui dé-
terminent cette conique sont T
et D, sur P, Le deuxiecme point
de coupe R ou A” de P, avec C;
doit étre confondu avec B” sur
K3, et il en sera de méme des
tangentes de K? par ces points.
En conséquence, le point de
coupe de R de P, avec Cj est
situé sur la tangente de Cj pas-
sant par D,.

Basé sur cette observation,
nous pouyons déterminerle point
de rebroussement R, sur la tan-
gente de rebroussement S'T.

[.a conique C3 est déterminée
par les bases P, et P, = ST.
T est sur P, il est alors le con-
jugué de D, .

Nous avons pour C;: la tan-
gente P, en E,, le point T, les
points I et 1I provenant des tan-
gentes BB, et BE de K®.

Le point de rebroussement
est le 2° point de coupe de P,
avec Ci. On I'obtient par I'hexa-
gone de Pascal. C'est R.

La tangente de Cien R doit
passer par D, .

4. Méthode involutive. Fig. 4.)

Les bases de la correspon-
dance étant également P, et P,
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S, etils engendrent une courbe
du 3° degré C3. Les rayons de
S, forment une involution que
l'on coupe par un cercle K. Le
centre correspondant est P. Les
faisceaux homographiques sim-
ples en P et en S, engendrent
la conique auxiliaire CZ.

Comme nous considérons le
cas ou S, est un point de re-
broussement, la droite Pd rela-
tive au ravon S,5, doit étre une
tangente de K en d,d,. Sd, est
donc la tangente de rebrousse-
ment en S,.

La tangente en S, dépend du
ravon Pa,a,. Elle coupe encore
la courbe C?® en A. La seconde
tangente par S, est donnée par
la tangente Pbb, de K: cest
S,0B avec le point de tangence
B sur 5,6,B.

Des maintenant nous pouvons
considérer un point quelconque
E de C?® comme sommet du
faisceau simple engendrant la
courbe avec S,. Le rayon ES,
coupe C?en C. 5,5, et S,C sont
conjugués a £ES,C. L'involution
en S, admettra un nouveau cen-
tre en P’ sur la tangente Pd,.
Il se trouvera également sur la
transversale a,c, .

La tangente P'd', de K déter-
mine le rayon 5,0/ B’ et la tan-
gente EB’ de C® par E. On a
trouvé B’au moven des faisceaux
primitifs S, et S,.

LesrayonsS,S,=wxetS,B=a’
puis S,E =y S,B’ =y forment
comme précédemment deux pai-
res de rayons univoquement
conjugués, mais non récipro-
ques. Ils appartiennent a deux

CRELIER

elles engendrent une courbe de
3¢ classe K*® Les points sur P,
forment une involution: en me-
nant un cercle C tangent de P,,
les tangentes issues des points
conjugués donnent un axe d’'in-
volution «b. Les divisions homo-
graphiques sur ab et sur P, en-
gendrent une conicue auxiliaire
K;.

Nous considérons le cas ou
P, est une tangente d'inflexion.
Il faut quune des droites Aa
ou Ab soit une tangente de Ki.
A est le point de coupe des
bases et « ou & sont les inter-
sections de l'axe ab avec C. La
tangente de C par « donne le
point d’inflexion sur P,. A« étant
la tangente de K;. Le point de
tangence de P, dépend de la tan-
gente de C par A = (,. La tan-
gente est C,c et le point de tan-
gence cherché est C sur P,.

[.e 2¢ point de coupe de P,
avec K? est déterminé par la
tangente de K7 par b: c'est B.

En désignant C par .z et B,B,
conjugués de B par .2/, nous au-
rons deux points univoquement
conjugués et non réciproques
sur P, .

Prenons maintenant une autre
tangente de K?® soit EE, = P,
comme nouvelle base simple.
On a E, = y. Les points C, et
E, sont conjugués sur P, et les
tangentes correspondantes a C,
se coupent en e: le nouvel axe
d’involution est a€’, car a est
I'enveloppe de tous ces axes.
Cet axe coupe C en ', La tan-
gente de C par 6’ donne le point
conjugué de E,, soit y'.

Les points conjugués .2’ et
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faisceaux homographiques con-
centriques en S. S,d, ou la tan-
gente de rebroussement est un
rayon double.

Le second rayon double pas-
sera par un point simple de C3?
tel que les deux tangentes de
C?® par ce point seront confon-
dues. Le second rayon double
passera donc par le point d’in-
flexion.

Comme d’apres ce qui précede
il n'y a qu’un tel rayon, il n’y
aura qu’un seul point d’inflexion
sur la courbe C3.

On obtient ce deuxiéme rayon
double au moyen du cercle pri-
mitif K. [’axe d’homographie
correspondant est d,g avec g sur
K. Le rayon double passe par
S, et par g.

Nous déterminerons le point
d’inflexion J en cherchant 'in-
tersection de S,g avec C3® au
moyen des faisceaux primitifs.

Si la cubique est déterminée
par les faisceaux S, et J, S, étant
un point de rebroussement et J
un point d’inflexion, nous dési-
gnerons la conique auxiliaire
par C;. Le point de coupe de
S,J avec C2? soit d” sera sur la
tangente de K par d,, d, étant
sur K et sur la tangente de re-
broussement. P” sera sur dd” et
sur C;. D’un autre coté, la tan-
gente de K par P” donnera un
point de tangence g sur S,J.

* Pour trouver la tangente d’in-

flexion par J nous établirons la
conique précédente C; et nous
procéderons ensuite comme
pour la tangente en S,. Nous
prendrons le 2¢ point de coupe
de P"g avec C; soit &, et la droite
Jo/ sera la tangente désirée.
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yy' sur P, appartiennent a deux
divisions homographiques sim-
ples sur P, ; le point d’'inflexion
J est un point double de ces
divisions.

Elles ont encore un second
point double L, et la tangente
de K*® par I, donnera une tan-
gente de rebroussement, puis-
que son second point de coupe
avec K® est confondu avec son
point de tangence et que les
tangentes en ces points sont
également confondues.

Commeiln’yaquundeuxiéme
point double possible, il n’y a
donc qu’une seule tangente de
rebroussement de la courbe K?.

Nous trouverons le point dou-
ble L, avec le cercle C et les
tangentes par xx’ et yy'. Nous
obtenons un centre d’homogra-
phie O et la tangente de C par
ce point donne 4" sur C, puis [,
le point cherché sur P, .

Nous aurons la tangente de
rebroussement par [, en utili-
sant les bases primitives P, et
P,. Nous trouverons ainsi la tan-
gente LI, .

Si la courbe K? est déterminée
par les divisions P, et P, = LL,,
nous aurons une nouvelle coni-
que auxiliaire K3. Soit L, le
point de coupe des bases, la 2¢
tangente de K par L, sera L,R},
la 2¢ tangente de C par L, sera
L,6", les points @ et &” sont sur
C et sur I'axe d’involution.

La tangente de C par a donne
le point d'inflexion et la tan-
gente de K3 par 6" passe par le
point de rebroussement R.

Pour trouver le point de re-
broussement lui-méme, nous
construirons la conique précé-
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La conique auxiliaire Cj; rela-
tive a J est donnée par les con-
ditions suivantes : elle passe
par J, par d” sur S,J et la tan-
gente de K par d,, puis par P”
sur d"d, et la tangente de K pav
son second point de coupe g
avec S,J.

Nous pouvons en outre pren-
dre les points [V et V. Le pre-
mier est déterminé au moyen
des rayons homologues SE et
IE; S,E coupe K en ¢,; P,
coupe ensuite IE en 1V sur C3.

On a de méme V au moyen
du point de B.

Nous cherchons ensuite le 6¢
point de C sur P”g, par I'hexa-
gone de Pascal.

Laligne de jonction de ce point
avec J est la tangente d’inflexion.

Comme 4° et 5¢ points nous
pouvons aussi utiliser le conju-
gué de J par rapport au corési-
duel V, et enfin nous pourrions
nous servir des points de coupe
de K avec la premiére comque
auxiliaire C?.

Ce dernier procédé est le
moins avantageux, car seuls ces
points ne peuvent pas étre éta-
blis avec la regle et le compas.

Dans lesautres considérations
tous les points peuvent étre éta-
blis avec la régle et le compas.
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dente K2 et nous chercherons
sa 2° tangente par 0”.

[a comque auxiliaire K3 rela-
tive & LL, est donnée par les
tangentes P, = I, Lja =11 et
I’axe d’involution correspon-
dant ab” = 111.

Nous prenons en outre les
tangentes V et V1. Pour trouver
V nous menons par [, la tan-
gente de C jusqu’'a {” sur I'axe
ab’ puis on a /"L, = V. On a de
méme VI au moyen de la tan-
gente BB, = Bz de K®.

Nous cherchons la tangente
de K} par ” au moyen de I’hexa-
gone de Brianchon.

Le pointde coupe de cette der-
niere tangente avec LL,, soit R
est le point de rebroussement.

Les 4° et 5° tangentes néces-
saires peuvent étredes tangentes
communes de K et C?ou encore
la tangente conjuguée de LI,
par rapport a la droite corrési-
duelle mm,

De ces diverses méthodes,
celle des tangentes communes
atoutesles coniques du faisceau
homographique possible de la
division sur la droite corré-
siduelle est la moins avanta-
geuseaupointdevueconstructif.

Toutes les autres méthodes
conduisent a des constructions
réalisables par la regle et le
compas, ce qui n’est pas le cas
pour la méthode des tangentes
communes. ‘

Les observations qui précedent nous montrent que la
construction des points d’'inflexion dans les courbes du
3¢ degré et de la 3° classe, ainsi que celle des langentes de
rebroussement dans les courbes de la 3° classe et de 3¢ degré
peuvent étre entierement exécutées avec la regle et le compas,
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TURRIERE

et cela de plusieurs manieres différentes. Ces observations
nous conduisent en outre aux regles dualistiques suivantes

résumant les constructions :

Une cubique C? a point de re-
broussement S, étant donnée par
les points necessaires, la ligne

de jonction de S, avec chaque

point S, est univoquement con-
Juguee a la ligne de jonction de
S, avec le point de tangence B
de la tangente de C® menée par

S

.
Cette relation n’est pas réci-
progue.

Ces droites forment deux fais-
ceaux homographiques concen-
trigues en S, dont les rayons
doubles sont d’une partla tan-
gente derebroussementetd’autre
part une droite passant par le
point d'inflexion.

Une courbe de 3° classe K* a
tangente dinflexion P, étant
donnée par les éléments néces-
saires, le point de coupe de P,
avec chaque tangente simple P,
est univoquement conjugue au
point de coupe de P, avec la tan-
gente de K® menée par le point
d’intersection de P, avec K2.

Cette relation n’est pas réci-
proque.

Ces points forment deux ponc-
tuelles homographiques sur la
méme base P,; les points dou-
bles sont dune part le point
d’inflexion et d’autre part, un
point situé sur la tangente de
rebroussement.

L. CreLier (Berne-Bienne.

SUR LES COURBES DE RIBAUCOUR

Dans une récente these Ueber einige Verallgemeinerungen des
Begriffes der Mannheimschen Kurve (Heidelberg, 1911), M. Léopold
Braupe a appelé lattention sur certaines courbes qu’il a nommées
Zwischenevolute et que je désignerai par la dénomination de dépe-
loppées intermédiaires. Soit une courbe plane (C); soit P le point
qui divise en une raison donnée A le rayon de courbure My de la
courbe (C) en M, c¢’est-a-dire soit P le point tel que 'on ait :

::)\,

=) =
e

A étant un nombre algébrique fixé, lorsque le point M décrit la
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