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ETUDE GEOMETRIQUE DES POINTS D’INFLEXION
DES COURBES DU 3° DEGRE
ET DES TANGENTES DE REBROUSSEMENT
DES COURBES DE LA 3° CLASSE

I. — Introduction.

Dans divers travaux parus précédemment’, nous avons
établi les propriétés dualistiques suivantes des courbes du
3¢ degré et des courbes de la 3° classe, et la plupart des
constructions originales que nous indiquons sont réalisables

avec la regle et le compas :

1. Soient deux faisceaux I,
et F, tels qu’a chaque rayon de
I¥, correspondent deux rayons
de I, et a chaque rayon de I,
un seul de IF,, ces faisceaux
forment un groupe ou une cor-
respondance du (2 + 1)° degré.

3. Le faisceau If, est un fais-
ceau simple et le faisceau F,
une involution. La correspon-
dance du (2 4 1)° degré se pré-
sente comme un faisceau simple
homographique avec une invo-
lution de rayons.

5. Deux faisceaux concentri-
ques formant une correspon-
dance du (2 4 1)° dégré peuvent
avoir 0 ou 2 rayons doubles
simples (b, et b,), puis 1 ou 3

2. Soient deux ponctuelles P,
et P, telles qu’a chaque point
de P, correspondent deux points
de P, et a chaque point de P,
un seul de P, ces ponctuelles
forment un groupe ou une cor-
respondancedela(2 -+ 1)°classe.

4. P, est une ponctuelle sim-
ple et P, une involution de
points. l.a correspondance de
la (2 4+ 1)¢ classe se présente
comme une ponctuelle simple
homographique avec une invo-
lution de points. :

6. Deux ponctuelles de méme
base formant une correspon-
dance de la (2 4 1)° classe peu-
vent avoir 0 ou 2 points doubles
simples, (B, et B,) puis 1 ou 3

1 Enseignement Mathématique, tome 8, 1906, nv, 6, p. 455-462 ; tome 9, 1907, n° 2, p. 1072119;

tome 10, 1908, no 2, p. 111 a 140.

L’Enseignement mathém.. 15¢ année 1913.
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rayons doubles conjugués (4 et
b,) et éventuellement 1 rayon
triple (6, b, et b).

Ils admettent en outre une
paire de rayons rectangulaires
simples : les axes de l'involu-
tion, puis 1 ou 3 paires de rayons
rectangulaires conjugués.

7. Les faisceaux I, et ¥, d’'une
correspondance du (2 4 1)¢ de-
oré engendrent une courbe du
3¢degré a point double. l.e som-
met S, dufaisceau I, est le point
double, tandis que le sommet
S, de 'autre faisceau I, est un
point simple de la courbe.

9. Quand les faisceaux consi-
dérés ont un rayon homologue
commun, ils n’engendrent plus
qu'une conique passant par S,.

L1. La courbe du 3¢ degré est
construite au moyen d’une co-
nique auxiliaire liée aux divi-
sions des points prises sur deux
rayons conjugués coupant les
faisceaux.

Les tangentes de la courbe
du 3¢ degré au point double
sont les deux tangentes de la
conique auxiliaire menée par
ce point; la tangente de la cu-
bique dans l'autre sommet S,
est aussi la deuxieme tangente
possible dela conique auxiliaire
par S,.

13. Suivant la position du
sommet S, par rapport a la co-
nique auxiliaire, ce point dou-
ble est un neeud, un rebrousse-
ment ou un point isolé.

15. Par tout point S, de la
courbe du 3%, on peut mener,
d’'une maniere générale, une

tangente en S, et deux autres -
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points doubles conjugués (B et
B, et éventuellement 1 point
triple (B, B, et BJ.

Comme points, limites, ces
ponctuelles admettent M, lié M,
al'w et conjugué de M, puis L,
et L, conjugués de L al«.

Le point M est le centre de
Pinvolution de points.

8. Les ponctuelles P, et P,
d’une correspondance de la
(2 + 1)¢ classe engendrent une
courbe de la 3° classe avec une
tangente double. La base P, est
tangente double, tandis que
Pautre est tangente simple.

10. Quand les ponctuelles
considérées ont un point ho-
mologue commun, elles n’en-
gendrent plus qu'une conique
tangente a P,.

12. La courbe de la 3¢ classe
est construite au moyen d'une
conique auxiliaire liée aux fais-
ceaux de rayons formés en deux
points conjugués réunis avec
I’ensemble des points des divi-
sions.

Les points de tangence de la
courbe avec la tangente double
sont les points de coupe de la
conique auxiliaire avec la base
P,; le deuxieme point de coupe
de cette conique avee l'autre
base est le point de tangence
de cette base avec la courbe K.

14. Suivant la position de la
base P, par rapport a la conique,
cette base est bi-tangente ordi-
naire, tangente de rebrousse-
ment ou tangente isolée.

16. Toute tangente simple P,
de la courbe considérée rencon-
tre celle-ci dans son point de
tangence et, d'une maniere gé-
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tangentes par S, avec des points
de tangence différents de S, .

Si le point double est sur la
conique auxiliaire on ne peut
plus mener par S, que la tan-
genteen S, et une autre tangente
avec le point de tangence diffé-
rent de S, .

Dans le premier cas la courbe
du 3¢ degré est de la 4° classe et
dans le second cas, elle est de
la 3° classe. (Voir fig. 1.)

17. En coupant les faisceaux
F, et F, par une circonférence
passant par les sommets, on
peut former deux divisions cir-
culaires du (2 4 1)¢ degré, et au
moyen de deux points conju-
gués on détermine deux fais-
ceaux du (2 4 1)° degré avec
deux rayons homologues com-
muns. L.a courbe résultante est
une conique quipeut également
servir de courbe auxiliaire pour
la construction de la courbe du
3¢ degré.

Les tangentes en S, et S, sont
les diverses droites conjuguées
de la ligne S,S, .

19. Un faisceau de rayons
simple, homographique avec un
faisceau de tangentes d’'une co-
nique déterminent également
une courbe du 3¢ degré a point
double. Le point double est le
sommet du faisceau simple.

Toute sécante des deux fais-
ceaux contient une correspon-
dance du (2 4 1)° degré sur la
méme base. Les trois points
doubles conjugués de cette cor-
respondance sont les points de
coupe de la sécante avec la
courbe du 3¢ degré.
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nérale, dans deux autres points
de coupe distincts.

Quand la tangente double est
une tangente de la conique
auxiliaire la tangente simple P,
n’a plus qu’un point de coupe
avec la courbe.

Dansle premier cas, la courbe
de la 3° classe est du 4° degré
et dans l'autre cas, c’est une
courbe du 3°degré. (Voir fig. 2.)

18. Au moyen d’une circon-
férence tangente aux deux bases
et de toutes les tangentes de
celle-ci par les points des divi-
sions, on peut former deux
faisceaux de tangentes de la
(2 4 1)¢ classe sur la circonfé-
rence, puis avec deux tangentes
conjuguées ondétermineradeux
nouvelles divisions de la (2 4 1)°
classe ayant deux points homo-
logues communs. La courbe ré-
sultante sera une conique qui
peut servir de conique auxiliaire
dansla construction dela courbe
de 3° classe. Les points de tan-
gence de P, et P, seront les
points conjugués du point de
coupe des bases.

20. Une division de points
simple, homographique avec
une division de points sur une
conique déterminent également
une courbe de la 3° classe avec
tangente double. La tangente
double est la base dela division
simple.

Tout faisceau formé en joi-
gnant les points des deux divi-
sions & un point quelconque du
plan donne une correspondance
de la (2 4 1)° classe. Les trois
rayons doubles conjugués de la
correspondance sont les trois
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21. La courbe du 3° degré
peut étre également établie en
utilisant les propriétés involu-
tives du faisceau IY,. On cons-
truit un nouveau faisceau simple
., déduit de l'involution et on
utilise la conique auxiliaire des
faisceaux simples homographi-
ques FF, et F,.

On construit les tangentes
dans les sommets S, et S, avec
les rayons conjugués de leur
ligne de jonction.

23. Dans la construction qui
précede on avait coupé le fais-
ceau involutif par un cercle;
la conique auxiliaire a (uatre
points de, coupe avec ce cercle
et ceux-ci sont également des
points de la cubique a point
double.

Sitout en conservant la méme
cubique nous laissons le som-
met S, se déplacer sur cette
courbe, le sommet P du faisceau
auxiliaire sera variable, mais
les 4 points communs au cercle,
a la cubique et a la conique
précédente seront des points
de chaque nouvelle conique
auxiliaire. En outre la ligne de
jonction des 5° et 6° points de
coupe de chaque conique avec
la cubique continuera de passer
par le point de coupe de la tan-
gente du cercle en S, avec la
cubique.

Ce point est le corésiduel des
4 premiers points communs aux
diverses courbes.

Le faisceau des coniques auxi-
liaires est homographique avec
le faisceau des rayons passant
par le point corésiduel V. lLe
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tangentes de la courbe de 3°
classe par le point quelconque.

22. La courbe de 3¢ classe
peut encore étre obtenue en
utilisant les propriétés involu-
tives de la base P,. On établit
une nouvelle ponctuelle p dé-
coulant de l'involution et on
utilise la conique des ponc-
tuelles homographiques P, et
p comme conique auxiliaire.

On construit les points de
tangence des bases comme
points conjugués de leur point
de coupe.

24. Dans cette construction
basée sur l'involution on avait
considéré un cercle tangent de
la base P,; la conique auxi-
liaire a quatre tangentes com-
munes avec ce cercle et celles-
ci sont également des tangentes
de la courbe de 3° classe a tan-
gente double.

Si, tout en conservant cétte
méme courbe, nous laissons la
tangente P, se déplacer sur
celle-ci, la base p de la ponc-
tuelle auxiliaire sera variable,
mais les 4 tangentes communes
au cercle, ala courbe principale
et a la conique précédente se-
ront des tangentes communes
de chaque nouvelle conique
auxiliaire. Dautre part le point
de coupe des 5° et 6° tangentes
communes de chaque conique
auxiliaire avec la courbe de 3°
classe sera toujours sur la tan-
gente de la courbe principale
menée par le point de tangence
m, de P, avec le cercle.

Cette droite mm, est la coré-
siduelle des 4 tangentes com-
munes primitives.

L.es coniques auxiliaires for-

’I
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cercle est une des coniques; il
est conjugué avec sa tangente
en S,.

l.e lieu des points P est la
droite qui passe par les points
de coupe des tangentes de la
cubique en S, avec le cercle.

Si S, et @ sont les 5° et 6°
points de coupe de la 1'¢ coni-~
que auxiliaire avec la cubique,
on peut permuter ces points;
le point P sera alors le point de
coupe de la méme conique avec

la droite S,S,. (Voir fig. 3.)

25. La recherche des asymp-
totes est liée a celle des rayons
doubles dans un nouveau fais-
ceau parallele aux deux pre-
miers. Les asymptotes sont les
tangentes par les points de
coupe a ' des rayons conju-
gués paralleles.
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ment un faisceau homographi-
que avec la division de points
sur mm,. Le cercle est une de
ces coniques; le point homo-
logue est m,, son point de tan-
gence avec P,.

[’enveloppe des droites auxi-
liaires p est le point de coupe
des tangentes du cercle par les
points de tangence de la courbe
principale avec P,.

En permutant les 5° et 6° tan-
gentes mm, et P,, la droite p
sera la jonction du point fixe
avec le point de coupe de P, et
P,. (Voir fig. 4.)

26. l.a recherche des tangen-
tes paralleles a une direction
donnée est dualistique de celle
des asymptotes dans les cour-
bes du 3° degré.

I11. — Points d’inflexion et tangentes de rebroussement.

PrREMIER cAs :

1. Méthode des rayons conjugués.
(Voir fig. 1.)

Les sommets des faisceaux
dela correspondance du (2 + 1)
degré sont S, et S,. La courbe
engendrée est C®. Comme le
point S, doit étre un point de
rebroussement, la conique auxi-
liaire doit passer par S, et sa
tangente en ce point est la tan-
gente de rebroussement de C3.

La conique auxiliaire est dé-
terminée par les ponctuelles
homographiques sur les rayons
conjugués a et @, passant par A
sur C®. La conique s’appelle

Les courbes sont du 3° degré et de la 3° classe.

2. Méthode des points conjugués.
(Voir fig. 2.)

Les ponctuelles de la corres-
pondance de (2 4 1)° classe
sont P, et P,. L.a courbe engen-
drée est K*. La base P, devant
étre une tangente d’inflexion,
ses deux points de tangence E,
et E, seront confondus en un
seul et la conique auxiliaire C?
sera tangente de P, en ce point.

Ce point est le point d’in- .
flexion.

L.a conique Ci est déterminée
par les faisceaux homographi-
ques issus des points conjugués
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