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SUR LES ROULETTES A BASE RECTILIGNE

R. pE Saussure (American Journal of mathematics, XVII, 1895,
p. 269-272) a donné des solutions bien simples du probleme des
roulettes dans le roulement d’une courbe plane sur une base rec-
tiligne et du probléme inverse, c¢’est-a-dire de la détermination
du profil générateur correspondant 4 une roulette assignée a
priori. Je vais indiquer, dans le présent article, une méthode de
résolution de ces problemes qui, dans bien des cas, présente cer-
tains avantages.

1. — Un cas particuliérement intéressant de déplacement d'une
figure plane dans son plan est certainement celui pour lequel une
courbe (C) du plan mobile, invariablement liée a ce plan mobile,
est assujettie a passer par un point fixe O et a toucher en ce point
une droite fixe Ox : la construction ordinaire du centre instantané
de rotation est alors illusorre. 1’abbé Aousr (Analyse infinitési-
male des courbes planes, 1873, p. 250-251) a le premier remarqué
(que le centre instantané de rotation est, pour chaque position de
la courbe (C), le centre de courbure de cette courbe (C) corres-
pondant a celle des normales de cetie courbe (ui coincide mo-
mentanément avec la droite Oy ; de sorte que, ainsi que 'observe
ce géometre, le mouvement est produit par le roulement sur la
base rectiligne Oy de la développée de la courbe (C). Cette méme
remarque fut faite, en 1901, par E. Durorceo, dans les Nouvelles
Annales de Mathématiques (a propos de la Question 1861, p. 43).
Ignorant ces remarques de ’abbé Aousy et d’E. Durorcg, j’avais.
en 1909, signalé cette méme propriété (Nouvelles Annales, juillet
1909, Sur les surfaces de Monge).

Supposons que dans le plan fixe +Oy se déplace une courbe (C)
invariable en grandeur; cette courbe est supposée rapportée a
des axes wgy, mobiles mais invariablement liés & (C). Le déplace-
ment du plan &, par rapport au plan fixe Oxy est défini par les
conditions suivantes : la courbe (C) doit constamment passer par
O et y toucher la droite fixe O.xr. Soit:

fcoso + nsing =W

@ étant une fonction donnée de l'azimut ¢, I'équation de la tan-
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gente a la courbe (C) en un point quelconque, par rapport aux
axes mobiles &y ; cette fonction @ étant la distance de ®w a la
c ., dm 5 . .
tangente et sa dérivée o représentant la distance du méme
4]
4
point @ & la normale correspondante de (C), on peut donc poser
les relations suivantes entre w, sa dérivée, et les coordonnées
par rapport aux axes fixes Oy du point w :

/| e ———-dwo
(1) y=mw, x_—@,

I’équation de la normale a la roulette du point o est
(X —zx)dxe + (Y — y)dy = 0 ;

il résulte donc des formules (1) que cette normale rencontre 'axe
Oy au point d'ordonnée

d*o
y=m + A

/\ . dw . bl . . .
{@ molns que o ne soit nul, c’est-a-dire que w ne soit sur Oy :
©

la normale a la trajectoire de o est alors Oy). En interprétant la
relation précédente, on est conduit, par conséquent, a considérer
le centre de courbure de (C) correspondant a la normale Oy comme
étant le centre instantané de rotation.

2. — Les formules (1) permettent de déterminer le lieu du point
o dans le plan fixe, lorsque la courbe (C) est donnée et inverse-
ment d’effectuer la recherche des courbes (C) telles ue le point
o ait une trajectoire (I') assignée a priori. Si (C) est donnée, 1’éli-
mination de ¢ entre les équations (1)conduira a une relation entre
x et y qui sera 'équation cartésienne de (I'). Inversement si (I’
est donnée, soit

x = f(y)

I'équation de cette courbe imposée ;: I’équation de (C) sera
[ b) { A

d®

© = —_— const ;

‘ f@) *
la courbe (C) dépend donc alors d’une constante arbitraire, qui
n’a aucune influence sur la forme de cette courbe: deux courbes
différant par les valeurs de cette constante arbitraire se déduisent,
en effet, 'une de 'autre par une rotation autour du pole . Il était
d’ailleurs évident a priori que les courbes (C) correspondant a
une roulette imposée (I') devaient dépendre d’une équation dilf'é-
rentielle du premier ordre, admettant la rotation autour de w
pour transformation infinitésimale.
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Jemprunterai & M. H. Brocarp * des exemples de détermina.tion
de la courbe (I') lorsque (C) est connue. Lorsque (C) est une elh'pse
de foyer w (Nouvelles Annales, 1872, Question 959, p. 132}, soit

— /4
T 14 ecos

r

I'équation de cette conique; sa podaire par rapport a o est le
cercle principal ; ’équation polaire tangentielle de la conique est

donc
o — 2¢® cos o = b* ;

d’ou, en dérivant cette équation par rapport & ¢ et en appliquant
ensuite les relations (1), il résulte que la trajectoire de w a pour
équations cartésienne et polaire :

(&* 4 9®) (5* + 0P = ha*y* r(2a — r) sin®*0 = * .

Lorsque (C) est une ellipse de centre o, la méme méthode con-
duit a la quartique circulaire

2t (of — @) (gt — b =0

comme lieu de w. Considérant encore le cas d’'une parabole (C)
de foyer , la trajectoire (I') de w estla quartique d’équations car-
tésienne et polaire :

a®(a* —{—J'”J =, rosinfl = a .

(Nouyelles Annales, 1872, Question 973, p. 500). Ces deux derniéres
roulettes ont été étudiées par W.-H. Besaxt (ibid., e871, p. 327 et
554).

3. — Le probléme inverse du précédent conduit a des considé-
rations beaucoup plus intéressantes.

Supposons, par exemple, que la courbe imposée (I') est une
droite ; soit

xcosa —+ ysina =2

son équation ; 'une des courbes (C) est donc

b

cos a

— P cotga

w — — taunga.e s

pour b —=o, c’est-a-dire lorsque la droite imposée (I') passe par O,
cette équation représente une spirale logarithmique. Lorsque b
est différent de zéro, elle représente une courbe parallele a la
spirale logarithmique: ces courbes paralleles a la spirale loga-

! Voir aussi: Question 457 de Mathésis 1890 p. 205 [(C) est une parabcle de foyer ou de
sommet ] et larticle Roulettes de coniques de M. H. Brocarp dans la Nouvelle Corres—
pondance Mathématique de 1876 (p. 373).
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rithmique viennent d’étre 'objet d'une Question intéressante de
Uintermédiaire des Mathématiciens (n°® 3951, 1911, p. 266, — 1912,
p. 153-156) : « Pour qu’un systeme de courbes paralleles ne com-
« prenne que des courbes semblables, il faut que leur développée
« soit une spirale logarithmique. Toutes les courbes paralléles a
« une spirale logarithmique et situées d’'un méme c6té de cette
« spirale sont semblables entre elles, sans étre pourtant sembla-
« bles a la spirale logarithmique. Le cercle seul est semblable &
« ses paralleles. La développante de cercle est la seule courbe
« égale a ses paralleles ».

Comme second exemple simple, je citerai celui de la parabole
I'y d’équation

x=1 -+ »*

la courbe (C) correspondante, est définie par I’équation

= — arc lang @ ,
/1—}—@2

O — tang 9 ;

ou

cette courbe, (C} est donc Pantipodaire d’une courbe Cappa.

4. — Dans les Nouvelles Annales de 1909, j’avais rapidement
signalé la solution du probléeme inverse dans le cas particulier
ou la courbe imposée (I') est une circonférence. Ce probleme se
présente dans 'étudé de la forme rationnelle qu’il convient de
donner aux tiges qui dirigent les vannes des écluses de certains
canaux. Dans le cas particulier ou le cercle imposé (I') est tangent
a la droite oy, javais annoncé que la courbe (C) est I'inverse
d’une développante de cercle ou une courbe parallele a cette in-
verse ; ce résultat s’établit immédiatement sans aucun calcul;
une figure montre, en-effet, que la courbe (C) correspondant a un
cercle (I') tangent en O a 'axe Oy doit avoir sa tangente polaire
constante : cette courbe est donc, d’apres Cores, la tractrice com-
pliquée de M. Loria (Spezielle Kurven, 11, p. 200), courbe qui est
encore désignée par les denommatlons de tractmce polaire (Giarp,
Neuserg), de spirale tractrice (G. Teixeira), de tractrice cwculaue
(H. Brocarp). Dans le cas ou le cercle (I') touche Oy en un point
autre que O, la courbe (I') est une paralléle de la précédente.

Dans le cas général d’un cercle (I') quelconque, d’équation

(x — a)* + (y — 0P = R*, (@ > 0]

la courbe (C) a pour équation

dm
2 —
2 i fa+\/R2—(05——I))2
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I'intégration s’effectue élémentairement, mais trois cas sont a
distinguer : lorsque R est supérieur a a, on doit introduire la
fonction logarithmique ; lorsque R = a (cas de la tractrice
compliquée et de ses paralléles) et lorsque R est inférieur a a,
I'intégrale dépend des fonctions circulaires. Il est aisé de dé-
montrer que ces diverses courbes ne sont autres que les tractrices
du cercle (b = 0) ou des paralleles a ces tractrices (b = o), soit
par un raisonnement géométrique, soit par un calcul simple.

Vérifions cette propriété analytiquement, ce qui nous permettra
d’établir I'équation des tractrices du cercle par une méthode bien
plus simple que celles de MorLEY et de Borponr. COI]SldelonS en
effet, un cercle de centre O, d’équation

a2 _'__ ‘12: 22 .
soit (C) une tractrice de ce cercle ; la tangente a cette tractrice (C)
en un quelconque de ses points M coupe le cercle en deux points:

soit N I'un d’eux; la condition imposée est MN =— const = /. Pro-
jetons en P le centre O du cercle sur la droite MN ; on a

OP — w , PM —

puisque ces longﬁems ne sont autres que les distances de O a la
tangente et a la normale en M de la courbe (C); le triangle rec-
tangle PON donne alors la condition

R* = OP° + PN

qui se traduit par I’équation différentielle des tractrices cherchées

R’,:w‘-|—(—;— l> :

(3) do = e K

qui s’identifie immédiatement avec I’équation (2).

Puisque j’ai antérieurement fait allusion & I'équation de MorLEY
et de Borponi, il convient d’indiquer comment il est possible de
la retrouver en partant de l'équation tangentielle (3). Il suffit de
remarquer que l'on a:
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ces deux relations permettent d’obtenir des expressions de ®@? et

? | db ’
diftérentielle (3) de la tractrice on obtient I'équation de MorrLEY-
Borpont .

5. — Supposons qu'on veuille réaliser un roulement sur une
“base rectiligne pour lequel une roulette soit assignée a 'avance.
A ce probleme, on pourra substituer celui du mouvement défini
par une courbe (C) de grandeur invariable passant par un point
fixe et y touchant une droite fixe. Il suffira de choisir arbitraire-
ment un point O sur la base donnée et de considérer celle-ci
comme étant I'axe des ordonnées Oy d’un systeme d’axes rectan-
gulaires (Ox, Oy).

e cas du tracé d’une droite avec une base rectiligne est parti-
culierement intéressant, car il se retrouve chaque fois que la base
quelconque rencontre la roulette assignée, elle-méme quelconque :
la roulette peut, en effet, étre toujours assimilée a une spirale
logarithmique (voir mon article antérieur Sur les spirales loga-
rithmiques osculatrices a une courbe plane) au voisinage du point
d’'intersection, puisque les petits arcs de la base et de la roulette
imposée voisins du point d’intersection peuvent étre remplacés
par des éléments des tangentes aux deux courbes en ce point
(llxercices et compléments de mathématiques générales, § 263).
(C’est un résultat bien connu que la courbe génératrice doit étre
la spirale logarithmique : il vésulte, en effet, du théoreme sur le
centre instantané de rotation et la construction générale des tan-
gentes aux roulettes, que le rayon vecteur émanant du point
générateur de la roulette rectiligne et aboutissant a un point de
la courbe roulante doit faire un angle constant avec la tangente
a cetle courbe.

Ce méme théoreme se rattache au 3° du présent article; la mé-
thode indiquée est certainement plus compliquée dans ce cas que
la méthode directe. Mais considérons le trace d’un cercle avec une
base rectiligne (Exercices et compléements de mathématiques géné-
rales, § 264). Substituons a ce probleme le probleme équivalent
du 4°: la courbe roulante sur Oy doit étre la développée d’une trac-
trice de cercle : cette courbe est donc parfaitement définie par une
propriété géométrique remarquable; en second lieu, puisque la
tractrice du cercle a été obtenue tangentiellement, cette déve-
loppée a une équation qu’on peut écrire sans aucun nouveau

dw\* . . , :
de(—) en fonction de 12 et & en substituant dans I’équation

! Les tractrices du cercle font 'objet du paragraphe 282 des FExercices et compléments de
mathématiques génerales (pp. 218-220) de MM. H. Bouassk et E. TurrierEe (Paris, Delagrave,
1912). Lo tractrice circulaire est considérée comme trace de la rowlette coupante et la figuve
200, qui la représente dans un cas particulier, a été tracée par un procédé mécanique. Une
application aux voitures y est indiquée.
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calcul : il suffit de remplacer %?—, dans 1'équation différentielle
]

(3), par @, et g par g + 5 .

Cette développée de la tractrice du cercle est d’apres MorLEY la
courbe que Ch. Lasourave appelle courbe a n saillies, dans le cas
de la représentation au moyen des fonctions circulaires; dans
le cas de la représentation au moyen des fonctions hyperboliques,
la courbe peut étre aisément construite a partir de la spirale de
Poinsot : elle se rattache done, dans ce cas, a la spirale logarith-
mique. Entre ces deux cas, se place celui ou la courbe roulante

est
2a

r=iTe

¢’est-a-dire est une transformée cissoidale de deux spirales hyper-
boliques. (Voir G. Ka@~ics, Lecons de Cinématique, Paris, 1897,
p- 170 ; G. Loria, Spezielle Kurven, II, p. 158 et 128).

\

E. Turrigre (Poitiers).

SUR LES AXES PRINCIPAUX D’INERTIE

Lorsqu’on étudie le complexe formé par les axes principaux
d’inertie d’'un systeme, on choisit généralement comme axes coor-
donnés les axes de symétrie de 'ellipsoide central d'inertie. C’est
a 'aide de ce systeme de référence que 'on rétablit ordinairement
le remarquable théoreme de Binet montrant, entre autre, que le
complexe des axes principaux est identique au complexe des nor-
males aux quadriques homofocales a l'ellipsoide central de gyra-
tion. Dans beaucoup d’ouvrages d’enseignement on emploie aussi,
pour chercher la condition a laquelle doit satisfaire une droite
pour étre axe principal, un systeme de référence dont ’axe des z
coincide avec la droite choisie. On se borne alors a établir une
condition analytique. [l est pourtant facile d’interpréter géomé-
triquement la relation a laquelle on arrive. On obtient ainsi des
théorémes qui, sans avoir I'importance du théoreme de Binet,
- sont cependant intéressants.

Pour qu’une droite quelconque, choisie comme axe Oz, soit
avec axe principal d’inertie il faut et il suffit que 'on puisse trou-
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