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APPLICATIONZD'UNE TRANSFORMATION DE
M. BROCARD A LA CONSTRUCTION DE CERTAINES
COURBES TRANSCENDANTES

Pour peu que l'on s’occupe de la théorvie et de Uhistoive des
courbes particulieres, des courbes transcendantes notamment,
on ne peut manquer d’étre frappé par la multitude des travaux les
concernant, et par I'absence de tout lien entre ces divers travaux.
C'est qu” « une grande application et I'étude opinidtre d’une
» courbe peuvent y faive voir des propriétés singulieres : U'inven-
» teur en est redevable & son génie et souvent a la fortune ' »
plutot qu’a des recherches systématiques. Ayant été amené &
constater combien cette théorie des courbes transcendantes par-
ticuliéres a besoin d'idées générales, j'ai fait, sous 'influence de
la lecture du magistral ouvrage de M. Gixo Loria sur les courbes
planes, quelques remarques que je crois utiles de faire connaitre :
c’est a cet ovdre d’idées ue se rattache le présent article.

1. — En ce qui concerne les courbes algébriques, les notions
de degré, classe, genre... la notion de construction géométrique
et celle de transformations rationnelles. ponctuelles ou tangen-
tielles, permettent d’établir des coordinations et des classifica-
tions simples. Il n'en est pas de méme pour les courbes transcen-
dantes. A la suite des recherches de M. Gixo Loria surles courbes
panalgébrigues, y’ai montré dans un article Sur la classification
et la construction des courbes transcendantes (linseignement ma-
thematigue, 19131, qu’il y a le plus grand intérét a introduire la
notion du nombre o qui représente l'ordre de I'équation différen-
tielle rationnelle la plus simple satisfaite par la courbe transcen-
dante envisagée. Plus profondément encore, il y a lieu d’étudier
les courbes du point de vue de leurs constructions : Une courbe
transcendante particuliere (C) étant supposée donnée, et méme
materiellement réalisée, quelles sont les courbes transcendantes
qui en dérivent par des constructions élementaires ” Fn se posant
et en résolvant une telle question, on constitue des familles net-
tement distinctes entre elles de courbes transcendantes: la plus

t . CRAMER, [ntroduction a Uanalyse des lignes courbes algébriques, Genceve, 1750, page VI
de la préface.
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grande connexion existe entre les diverses courbes particuliéres
d’une méme famille ; toutes les courbes ont nécessairement le
méme orvdre ®; l'une d’elles, quelconque d’ailleurs, étant sup-
posée matériellement réalisée, la construction de toute autre en
résulte; réciproquement, pour que l'une de ces courbes puisse étre
construite élémentairement, il est absolument nécessaire de se
donner matériellement 'une d'elles.

2. — Parmi les courbes transcendantes, les spirales et les ua-
dratrices occupent une place particuliérement importante, ce qui
résulte principalement de leur grand intérét historique. Les plus
antiques courbes transcendantes planes connues sont, en elfet,
la quadratrice de Dinostrate et la spirale d Archimede.

Supposons matérviellement réalisée la spirale d’Archimede. 1in-
version permet de lui rattacher la spirale Liyperboligue ; des trans-
formations rationnelles siniples, opérant sur le seul rayon recteur,
permettent de faive déviver les spirales de Fermat et autves spirales
d’ordre supériewr de la spirale d’Archimede. La développante de
cercle et la spirale tractrice compliguée de Cdtes appartiennent
elles aussi & cette méme famille, puisque la premiére de ces cour-
bes est l'antipodaire de la spirale d’Archimede (Crairavrr) on la
polaire réciproque par rapport a un cercle de la spirale hyperbo-
ligue Moxcr), tandis que la seconde est l'inverse de la dévelop-
pante du cercle ou 'antipodaire de la spirale hyperbolique( Corrs
et Nsvsera; G. Loria, Spezielle Kurven 11, p. 202). Je vais main-
tenant, et c'est le principal objet du présent article, établir qu’a
cette méme famille de courbes panalgébriques se rattachent la
quadratrice de Dinostrate et la cochléoide de FavLkexnunc.

On sait que M. Brocarn * a imaginé une transformation géomé-
trique simple pour faire dériver le Trivorium onLioue du cercle :
cette construction géométrique se définit ainsi : étant donné un
point M, quelconque sur la courbe primitive (C), on lui fait cor-
respondre 'un des deux points P,, P, d’intersection de la parallele
a l'axe O menée par M et de la circonférence de centre M qui
passe par l'origine O ; en d’autres termes, on prend sur la paral-
lele a O.r menée par M deux points P, P, tels que :

MP: = MPs =—= OM .

Cette transformation aurait pu d’ailleurs étre découverte en
cherchant a déduire d’une parabole de foyer O sa directrice : si la
courbe & transformer (C) est, en effet, une parabole de foyer O et
d’axe Owx, l'une des courbes transformées (C,) est la directrice

LH. Brocarp : Le trifoliwm. Journal de mathématiques spéciales, 1891,
3. Lonria : Spesielle Kurven, 1. p. 168.
H. Bouasse et E. TurRrtkRE : Exercices et compléments de mathématiques genérales, Paris,
Delagrave, éditeur, 1912, §§ 404-406.
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tandis que la seconde (C,] est une seconde parabole. A une droite
(C) correspond une hyperbole équilatere ; a une ellipse de foyer
O correspondent deux ellipses.....

Cette définition étant rappelée, supposons que la courbe primi-
tive (C) soit une spirale hyperbolique; il lai correspond deux
courbes (C,) et (C,) qui sont deux cochléoides généralisées : je dé-
signe sous cette dénomination (G. Teireira, Traité des courbes
spéciales, II, p. 386) les courbes d’équation polaire :

en particulier, pour un choix convenable de 'axe O, on peut
ainsi construire la cochléoide de Farxexpura d’équation polaire :

sin f)

0

et la syncochléoide [Hovsaurr, Intermédiaire des mathématiciens,
1905, p. 158], courbe dont I'équation polaire est:

cos 0
) —
- s f)

Parinversion opérant sur ces cochléoides, on construit la guadra-
trice de Dinostrate et-les courbes plus générales étudiées par
CHASLES.

3. — La méme transformation de M. Brocarp appliquée a la
spirale logarithmique, rattache a cette spirale une courbe d’équa-
tion polaire

r=— a.cos0.eml

qui jouit de la propriété importante d’étre la podaire de la logu-
rithmoide de M. E. Kosrtrix. Cette courbe curieuse, découverte en
1907 par cet auteur, a propos de ses intéressanles recherches sur
les Arcuides (Gino Loria, Spezielle Kurven I1, p. 2401, a été con-
sidérée de nouveau par M. Kosrriv lui-méme ' comme étant Ven-
veloppe d’un rayon vecteur invariablement lié a une spirale loga-
rithmique qui roule sans glissement sur une drvoite. L.'intérét que
présentent d'une part les Arvcuides et d’autre part I'importance
cinématique du roulement de la spirale logarithmique sur une
droite (description d’une ligne droite par roulement sur une base
rectiligne) placent la logarithmoide parmi les courbes transcen-
dantes remarquables. Elle se rattache done, du point de vue de sa

1 Ueber eine transzendente Kurve von der die Zycloide ein Grenzfall ist (1 Mathematische-
Naturwissenchaften Mitteilungen, Wiirtemberg, [2]. XI, 1909 (pp. 55-64 ct 66-781.
g 8 > Pt
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construction géométrique, & la spirale logarithmique (de méme
que la spirale de Poinsot et autres courbes remarquables), puis-
qu'elle est la podaire négative d’une transformée de la spirale
logarithmique.

4. — Dans un article sur les courdes transcendantes et interscen-
dantes ([nseignement mathématique, mai 1912, pp. 209-214), j’ai
montré ue, dans bien des cas, il est possible de considérer une
courbe transcendante particuliere comme étant la limite d'une
famille dépendant d’'un parametre de courbes algébriques ou in-
terscendantes : la spirale logarithmique est, par exemple, une
limite de spirales sinusoides. J'ai méme spécifié que la spirale
hyperbolique est la limite d'une famille d’épis interscendants?®:

om
r — ———
sin mf)

En appliquant a un épi de M. Avsry, d’équation polaire

a

sin mf

F ==

la transformation de M. Brocarp, on est conduit & une courbe
algébrique, ou interscendante suivant les valeurs de m, d’équation
polaire

__2acos

= —
sin 2mb

en appliquant, en second lieu, a cette courbe la transformation
en éventail de M. Harox pe 1A GoupiLLikrE 2, transformation qui
consiste a-conserver le rayon vecteur et & multiplier les azimuts
par un facteur constant, on rattache donc, par une double trans-
formation géométrique, une certaine famille de courbes d’équa-
- tion polaire

sin nf

r = «a

"sin ph

aux épis de M. Ausry. C’est 1la une famille de courbes, générali-
sant les rosaces et les épis, appelées courbes d’intersection de deu.v
mouyements de rotation, algébriques, panalgébriques ou d’ovdre

1 A ce sujet, je signale que Pabbé Aoust, dans son Analyse infinitésimale des courbes planes
_ {Paris 1873), p. 143, cite une courbe particuliére

r X sin—— = const ,

)

-

:'1' laquelle il est conduit dans la résolution d’un certain probléme ; c’est la un épi particu-
lier et cet épi est interscendant.

2_Notf3 sur.le procédé le plus général de transformation des engrenages de roulement
cylindriques ou coniques, Annales des Mines, [6], v. p. 333.
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® — 2 suivant les cas. Ainsi que je Pavais déja indiqué dans mon
article antérieurement cité (p- 213), elles permettent de définir
comme courbes limites la cochléoide et la quadratrice de Dinos-
trate .

D’une maniere analogue, puisque la logarithmoide de M. .
KosrLin peut étre rattachée par une transformation géométrique
a la spirale logarithmique, il est donc possible de former une
famille de courbes algébriques ou interscendantes admettant la
logarithmoide pour courbe limite : il suffit d’appliquer a la famille
de spirales sinusoides, considérée pour définir la spirale logarith-
mique, la transformatlon géométrique qui fait dériver de cefte
derniere courbe celle de M. Kostrix.

J'aurai prochainement 1'occasion de rattacher la construction
de la cycloide ordinaire a celle de la spirale d’Archimede. La
transformation de M. Brocarp appliquée en effet a la spirale d'Ar-
chimede définit une nouvelle courbe transcendante dont la cy-
cloide est une courbe antipodaire.

Emile Turritre (Poitiers,.

1 La bibliographie de ces courbes ne se trouvant pas indiquée dans les ouvrages sur les
courbes spéciales, je note ci-dessous les principaux mémoires ot clles sont citées ou
étudiées.

Rocrr (Philos! Transactions, 1825, p. 131}, — L& Francois (Correspondance mathémati-
que et physique de Quételet, 1829, t. V.p. 120 et p.379. — G. V. D. MunssruGenr (Mémoirves
couronnés ct Mdmoires des savants étrangers de 'Académie royale de Belgique, t. XVI,
1863). - Cn. LaBouLayi : Traité de Cinématique, 1878, p. 418 et p. 947. — J. Pratuat (Cor-
respondance mathématique et physique de Quételet : 1828, t. IV, p. 393 et 1829, t, VI. p. 121.
— Annales de chimie ct de physique de Pmis, 1831, t. XLVIII, p. 281. — Bulletin de I'Aca-
démie rovale de Belgique : 1836, t. IlI, p. 7 et 1849, t. XVI, p. 1). — D. GauTtitr (Mesure des
angles. Hyperboles étoilées et developpantes, Paris, 1911). Les Hyperboles étoilées de cet
auteur sont précisément identiques aux courbes précédenles et son hyperbole développante
n’est autre que la courbe trascendante qui est la limite d’une famille d’hyperboles ¢toilées :
la quadratrice de Dinostrate. Jai déja signalé ce fait (Enseignement mathématique 1912,
p. 213).
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