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LES SOMMES DE pièm6SPUISSANCES DISTINCTES

DE NOMBRES POLYGONAUX DE n COTÉS

ÉGALES A UNE PUISSANCE

D'UN NOMBRE POLYGONAL DE n COTÉS

Soit nx le .Pèm6 nombre polygonal de n côtés, en sorte que

1

nx ^x[(n — 2)x + 4 — n]

et par suite 2x x\ si représente la somme des pièmes

puissances des x premiers nombres polygonaux de n côtés

et SPjX la somme des plhraes puissances des x premiers nombres
entiers, on trouve 1

SW A - S [(n - 2) S + (4 — n)]p
p, x — 2P Pix iP

égalité dans laquelle S^x est du (2p + i)ième degré en x. Nous

passons du signe fi au signe après développement,
en convenant d'ajouter les exposants de So,# à son
premier indice 0 et en admettant que S^x X + ^ ^

Supposons maintenant qu'une somme de p]èmes puissances
distinctes des nombres polygonaux de n côtés puisse être
une /?ième puissance d'un nombre polygonal de n côtés, et
considérons l'identité

P \ P I I
P

1
P — P l A \n -j- n -J— -f- il -|— il — n (1)

x—a±
1

x—a2 x—affi
1 x #-f-a ^ '

1 Les sotnmes de plèmes puissances distinctes égales à une plème puissance. E. Barbette,
page 148. Editeur: Grauthier-Villars, Paris; prix: Fr. 12,50.



20 E. BARBETTE
dans laquelle les pième8 puissances sont écrites par ordre de

grandeur, en sorte que

x 1 — ai > a2 > •• > a//z — 1 •

Ajoutons aux deux membres de l'égalité (1) les lacunes
laissées par les parties du premier membre dans la suite
des pièmQS puissances des x premiers nombres polygonaux
de n côtés zz^, np, np ; nous obtenons

— np -|- np ~\~np -f- -j- np
p,x x-j- a x—1 1

x— 2
1

x—

4- nP -f" + ••• ~f" nP lix-u/n-1 x-am—2 x-<xm-\+l

-{- nP -|- np -j-1
x—(*1—1

1

x—U1—2
1 1

1

égalité qui entraîne la condition ^ nx+«

Par suite, si l'inégalité SpjX < n'est satisfaite que pour
x ^ y, il n'existera aucune somme de ^>ièmes puissances
distinctes de nombres polygonaux de n côtés, dont la plus
grande est np, ou np, ou zz^, ou zz^, qui soit égale à

une pième puissance d'un nombre polygonal de zz côtés.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'égalité

(1) existe se déterminent, en ce qui concerne les nombres
polygonaux de zz côtés pour n )> 2, ainsi que nous l'avons
fait dans l'hypothèse zz 2 dans notre ouvrage sur les
sommes de pièmes puissances.

Des relations

Sj'^ —x[x 1) (ùc -f 2)

i x{x + 1) [2x + 1)

s®, + 1)

S(164 ~ xU + 1) (4a; — 1)

nous déduisons, ainsi que nous l'avons fait pour les nombres
carrés (pages 77 et 105), que pour qu'une somme de nombres
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polygonaux de n côtés soit un nombre polygonal de n côtés,
il faut et il suffit que l'on ait trois conditions distinctes; il
s'ensuit que Yégalité

nx—a + nx nx+a (2)

peut exister : en effet, le nombre x étant donné, deux des

trois conditions précitées permettront de déterminer les

couples de valeurs correspondantes de at et « ; le nombre
de solutions sera limité, a devant satisfaire à l'inégalité
Si,» ^ • Et si l'un de ces couples transforme la
troisième condition en identité, il existera une relation de la

forme (2). Nous avons montré, dans notre étude sur les ^ièmes

puissances (page 153) que de telles sommes existent.
Observation. — Quoique les problèmes qui vont suivre

s'appliquent aux p'èmés puissances pour toute valeur de p,
nous n'examinerons dans nos exemples que l'hypothèse
p i-,

Problème I. — Quelles sont toutes les sommes de p'èmGS

puissances distinctes de nombres polygonaux de n côtés, dont la
plus grande est n£, égales à une pième puissance d'un nombre
polygonal de n côtés

Solution. — Soit

np ^ S("} <r np
nx+h, — JP:X \ 'V+A+1 *

L'égalité Sp,x nPx+h, si elle existe, fournit une première
solution

< + < + < + - + < <+h
Posons

S(,!> + [S'"1 - 1 (3)p,x x-j-a p,x
'

>

a variant de 1 à A, puis transformons le crochet par
différences successives en une somme de puissances
distinctes de nombres polygonaux de n côtés, si possible, dont
la plus grande ne dépasse pas n,mais peut être moindre :

en supprimant de part et d'autre de l'égalité (3) ainsi
transformée, les parties communes, nous obtiendrons autant de
solutions qu'il existera de sommes de ièIMS puissances
distinctes égales à ce crochet; il n'y en aura pas d'autre.
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Sommes de nombres triangulaires distincts, dont le plus

grand est 36 ou 21, égales à un nombre triangulaire :

sW _ 56

lo i _|_ 3_j_ 6 + 10 -1- 15 + 21 56 28 + 15 + 10 + 3

d'où 1 + 6 + 21 rr 28 011 3! + 3s + 3e 3? ;

2o 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 56 36 + 10 + 6 + 3 + 1

d'où 15 + 21 36 ou 36 + 3e 3s ;

3° 1 + 3 + 6 + 10+ 15 + 21 56 45 + 10 + 1

d'où 3 + 6 + 15 + 21 45 ou 3s + 3s + 3s + 3ô 3« ;

4« 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 56 55 + 1

d'où 3 + 6 + 10 + 15 + 21 55 ou 32 +-3s + 3i + 3s + 3e 3i0

Sommes de nombres carrés distincts, dont le plus grand est
48 ou 64, égales à un nombre carré :

=.W _ 204

lo 1 _|_ 4 _|_ 9 16 + -25 + 36 + 49 + 64

204 — 81 + 49 + 36 + 25 + 9 + 4

d'où 1 + 16 + 64 81 ou 4i + 42 + 4s 4g ;

2° 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64

204 100 + 49 + 25 + 16 + 9 + 4 + 1

d'où 3*6 + 64 — 100 ou 4ß + 4s — 4io ;

3° 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64

204 121 + 49 + 25 + 9

d'où 1 + 4 + 16 + 36 + 64 ~ 121 ou 4i + 42 + 4é + 4ô + 4s 4n ;

4° 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64

— 204 169 + 25 + 9 + 1

d'où 4 + 16 + 36 + 49 + 64 169 ou 42 + 4é + 4ô + 47 + 48 — 4is

Sommes de nombres pentagonaux distincts, dont le plus
grand est 59 ou 117, égales à un nombre pentagonal :

S 405
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lo 1 +5 + 12 + 22 + 35 + 51 + 70 + 92 + 117

405=145 + 92 + 70 + 51 + 35

+ 12

d'où 1 +5 + 22 + 117 145 ou 5i + 52 + 54 + 5g 5io ;

2° 1 + 5 + 12 + 22 + 35 + 51 + 70 + 92 + 117

405 210 + 92 + 51 + 35 + 12

+5
d'où 1 + 22 + 70 + 117 210 ou 5i + 5« + 5t + 5 g 5ia ;

30 1 + 5 + 12 + 22 + 35 + 51 + 70 + 92 + 117

405 210 + 70 + 51 + 35 + 22

+ 12 + 5

d'où 1 —)- 92 —{— 117 — 210 ou 5i -[— 5s —f- — 5i2 ,*

4o 1 + 5 + 12 + 22 + 35 + 51 + 70 + 92 +117
405 287 + 70 + 35 + 12 + 1

d'où 5 + 12 + 51 +92 + 117 287 ou 52 +5, + 5e + 5s+ 59

5i4 ;

5° l-f 5 4-12 + 22 + 35 + 51 + 70 + 92 + 117

405 330 + 70 + 5

d'où 1 + 12 + 22 + 35 + 51 + 92 + 117 330 ou 5i + 5s + 5* + 55 + 5e + 5*

+ 5g — 515 j

6° 1 + 5 + 12 + 2.2 + 35 + 51 + 70 + 92 + 117

405 330 + 35+ 22 + 12 + 5 + 1

d'où 51 + 70 + 92 + 117 330 ou 56 + 57 + 5s + 59 5u

Sommes de nombres hexagonaux distincts, dont le plus
grand est 68 ou 120, égales à un nombre hexagonal :

Sf8} 372

Le problème n'admet que la solution donnée par l'identité

1 + 6 + 15 + 28 + 45 + 66 + 91 + 120 372 231 + 91 + 28 + 15 + 6 + 1

d'où 45 + 66 + 120 231 ou 6s+ 6e + 6s 6n

Problème II. — Quelles sont toutes les sommes de pièmes

puissances distinctes de nombres polygonaux de n côtés>

égales à une pième puissance donnée d'un nombre
polygonal de n côtés
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Solution. — Soit
;M < nP ^p,x—1 q p,x

Calculons successivement

g {n)
_ g in) g(«) g(«)
' p, cc+l ' /S^+2 ' ' ' ^ '

puis transformons chacun des résultats obtenus en sommes
de £>ièmes puissances distinctes de nombres polygonaux de

n côtés dont la plus grande est np et dont toutes les autres
sont moindres respectivement que

p p p pn ; w ï ; ^ n n „x x-f-l cc-f-2 #—1

En supprimant des deux membres des égalités ainsi
transformées, les termes communs, nous formerons toutes les
sommes de pihmes puissances distinctes égales à la pièvaQ

puissance donnée np
q

Sommps de nombres triangulaires distincts égales au nombre
triangulaire 310 ou 55 :

35 < 55 < 56 ou S® < 3I0 < S® ;

S® 56 ; S® 84 ; S® =120 ; S® 165

1» S® ou 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21

56 55 + 1

d'où 3 + 6 + 40 + 15 + 21 55 ou 32 + 3s + 34 + 3s + 3e 3io ;

2° S® ou 1 + 3 + 6 + 10+15 + 21 + 28

84 55 + 15 + 10 + 3 + 1

d'où 6 -j- 21 -}- 28 — 55 ou 3s -f- 36 -j- 37 — 3io ;

3° S® ou 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 28 + 36

120 55 + 28 + 21 + 15 + 1

d'où 3 -j- 6 -j- 10 -(— 36 mr 55 ou 32 -j- 3s -f- 3é -j- 3b 3io ;

S® ou 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 28 + 36

120 55 + 28 + 21 + 10 + 6

d'où 1 -j— 3 —J— 15 -j— 36 mu 55 ou 3i —j- 32 —}— 3s -f- 3s — 3io »
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4o S®ou 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 28 + 36 + 45

165 55 + 36 + 28 + 21 + 15 + 10

d'où 1+3 + 6 + 45 55 ou 3i + 32 + 33 + 3a 3io ;

S® ou 1 + 3 + 6 + 10 + 15 + 21 + 28 + 36 + 45

165 55 + 36 + 28 + 21 + 15 + 6 + 3

d'où 10 + 45 55 ou 34 + 39 3io +1

Sommes de nombres carrés distincts égales au nombre
carré 4lf ou 121 :

91 < 121 < 140 ou S® < 4U < S® ;

S® 140 ; S® 204 ; S® 285 ; S®, 385

1° S''4"' ne fournit aucune solution ;
1,7

2o Sflou 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64

204 121 + 49 + 25 + 9

d'où 1 + 4 + 16 + 36 + 64 121 ou 4i + 4î + + 4e + 4s 4n ;

3° Sfl ou 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81

285 121 + 64 + 49 + 25 + 16 + 9

d'où 4-)-36 + 81 — 121 ou 42 + 4ô + 4g 4u ; +1

4° S^0 ou 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81 + 100

385 121 + 81 + 64 + 49 + 36 + 25

+ 9

d'où 1 + 4 + 16 + 100 121 ou 4i + 4g + 44 + 4io 4n

Sommes de nombres pentagonaux distincts égales au
nombre pentagonal 58 ou92:

75 < 92 < 126 ou S® < 5S < S® ;

Sfl 126 ; S® 196

1° S® ou 1 +5 + 12 + 22 + 35 + 51 =126 92 + 22 + 12

d'où 1 + 5 + 35 + 51 92 ou 5i + 52 + 5s + 5ß 58

2" S® ou 1 + 5 + 12 + 22 + 35 + 51 + 70

196 92 + 51 + 35 + 12 + 5 + 1

d'où 22 + 70 ='92 ou 54 + 5? 5s.
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Sommes de nombres hexagonaux distincts égales au nombre

hexagonal 613 ou 325 :

252 < 325 < 372 ou S® < 61S < S® ;

S® 372 ; S 525 ; S®0 715 ; S® 946 ; S® — 1222

1°
g ne fournit pas de solution ;

2° Sflou 1 + 6 + 15 + 28 + 45 + 66 + 91 + 120 + 153

525 325 + 120 + 45 + 28 + 6 + 1

d'où 15 -J- 66 4- 91 -f- 153 ~ 325 ou 63 —}— 6e -f- 67 —{— 69 613 ;

ou 1 + 6 + 15 + 28 + 45 + 66 + 91 + 120 + 153

525 325 + 91 + 66 + 28 + 15

d'où 1 + 6 + 45 + 120 + 153 325 ou 61 + 62 + 65 + 68 + 69 615 ;

3° S®0 ou 1 + 6 +15 + 28 + 45 + 66 + 91 + 120 + 153 + 190

715 325 + 153 + 120 + 66 + 45 + 6

d'où 1 + 15 + 28 + 91 +190 325 ou 61 + 65 + 64 + 67 + 610 613;

Silo ou 1 + 6 +15 + 28 + 45 + 66 + 91 +120 + 153 + 190

715 325 + 153 + 91 + 66 + 45 + 28

+ 6 + 1

d'où 15 + 120 + 190 325 ou 6s + 6„ + 610 61s ;

4° S<?>a ou 1 + 6 + 15 + 28 + 45 + 66 + 91 + 120 + 153 + 190 + 231

946 325 + 190 + 153 + 120 + 91

+ 66 + 1

d'où 6 + 15+ 28 + 45 + 231 325 ou 62 + 63 + 64 + 65 + 611 613 ;

ou 1 + 6 + 15 + 28 + 45 + 66 + 91 + 120 + 153 + 190 + 231

946 325 + 190 + 153+ 120 + 91

+ 45 + 15 + 6 + 1

d'où 28 + 66 + 231 325 ou 64 + 66 + 611 613 ;

5° S ou 1 + 6 + 15 + 28 + 45 + 66 + 91 +120 + 153 + 190 + 231 + 276

1222 325 + 231 + 190 + 153 + 120

+ 91 + 66 + 45 + 1

d'où 6 + 15 + 28 + 276 325 ou 62 + 63 + 64 + 612 613
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Problème III. — Quelles sont les sommes de plèm°s puissances
consécutives de nombres polygonaux de n côtés égales à une
pîèmo puissance d'un nombre polygonal de n côtés

Solution. — Considérons un damier d'un nombre illimité
de cases et écrivons en diagonale, de haut en bas et de

gauche à droite, la suite

Ajoutons au nombre npx de cette diagonale, le nombre npx_x

qui le précède; au résultat nPx -f- npx_x, ajoutons le nombre

nl-2 cIui P^ède npx_x\ au résultat npx + npx_x + npx_2, ajoutons

le nombre np_3 qui précède npx_2 ; et ainsi de suite.
Ecrivons les sommes obtenues successivement dans les

cases qui suivent la verticale passant par npx de bas en haut :

dans la xième case, c'est-à-dire dans la case qui appartient à la

première bande horizontale du damier, se trouvera le nombre
représenté par la somme

nP + rP + nP
9 4* ••• + np S(^

x x—1 1 x—2 1 1

1 p, x

Tout nombre N de ce tableau appartient à l'intersection
d'une bande horizontale qui, considérée de gauche à droite,
commence par np+1 et d'une bande verticale qui, considérée
de bas en haut, commence par np; à ce nombre correspond
l'égalité

np + np + + np =z N
y+1 y+2 1 1 x

Lorsque N sera une plèmQ puissance d'un nombre polygonal
de n côtés, l'égalité qui précède donnera une solution du
problème.

Observons, en passant, que tout nombre N du damier est
égal à la différence S(7i) — S(/l)° p-.y
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Sommes de nombres triangulaires consécutifs égales à un
nombre triangulaire :

3i -f- 32 + 33 ~ 3é ;

3ö -f- ^6 — 3a

32 —}— 33 —(— 34 —}— 35 -j— 3s — 3io

—{— 34 —{— 3Ö —{— 3e —}— 37 —j— 3s — 3i5

38 + 39 -j- 3io — 3i6

+ + 3io 320

-f- + 3u — 823

+ —f- 3lS 329

3öi

348

3i +

3â +
34 +
35 +
33 +
3i 3 +
3i +
31 2 +
32 +
3u +
3l4 +
3s +
021 +
3i +

+ 36

+ 3Ö

+ 37

3Ö

3Ö

3e

34 —j- 3ô -f- -j- 3i9

3i 4 —{— 3j 5 + +320
32 + 3s + + 320 3Ö5

3is + 3u + + 321 3Ö4

33 + 3§ + + 321 3Ô9

3l2 + 3l3 + + 328 — 3é4

3l5 + 3l6 + + 324 — 3ß5

39 + 3lo + + 327 384

322 + 328 + + 031 388

3s + 3ß + + 330 099

Sommes de nombres carrés consécutifs égales à un nombre
carré :

4s + 44 — 4Ö

420 + 421 m 429

4i + 42 + 4s + + 424 — 47O

4i8 + 4l9 + 420 + + 428 4 77

47 + 4s + 49 + + 429 — 492

4g + 4io + 4ii + + 4s2 4io6

4i7 + 4l8 + 4l9 + + 439 4lS8

47 + 48 + 4g + + 439 cr 4I4S

420 + 421 + 422 + ...-....+ 443 — 4i58

438 + 439 + 440 + .' + 448 — 4143

Sommes de nombres pentagonaux consécutifs égales a un
nombre pentagonal :
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62 —[— 5s —}— 54 —}— 5& —5e —f— 07 —J— 5s — 5I4

5e —{-• 07 ~j— 5s —{~~ 5q — Ois

54 + 5s -f- 06 -j- ,» + .5io — 5l9

56 ~j- 57 ~~j- 5s —j~~ | 511 521

5s —{— 5q —{— 5io -f- ~h 518 — 544

5s —{— 04 —{— 5ö —}— -j- 521 — 5h7

5s ~f~ 59 -(~ 5l0 "j- + 522 060

Ô25 -j- Ö26 — 036

5l2 -(— 5is —j— 5l4 —{— -{- 526 Ö75

5l0 -{- 5ll -}- 5l2 -j- 527 — Ö81

Sommes de nombres hexagonaux consécutifs égales à un
nombre hexagonal :

6i + 62 + 63 4- .' + 611 622 ;

63 + 64 + 65 -f- + 618 628 ;

618 -f- 614 =: 619 ;

615 4- 610 -f- 617 -J- -}- 624 660 ;

Observation. — En ce qui concerne les nombres triangulaires,

la forme

sT,x — ^ +2) (3^2 ++i)
fait prévoir qu'une somme de carrés de deux nombres
triangulaires ne peut être le carré d'un triangulaire 1; et puisque,
d'après le théorème de Fermât, une somme de deux pîèmes

puissances ne peut être une pième puissance lorsque p est
supérieur à 2, il en résulterait le théorème suivant:

Une somme cle deux pièmes puissances de nombres triangulaires

ne peut être une pième puissance d'un nombre triangulaire

lorsque p est supérieur à l'unité.

1 A consulter : Le dernier théorème de Fermât par E. Barbette, (Editeur : Gauthier-Villars,
Paris; prix : Fr. 1,50.)

Une somme de deux carrés de nombres triangulaires peut cependant être un carré, mais
non le carré d'un triangulaire :

2 22 222 2 2 2 22 2
21 -f 28 =3ï ou 3^ + — 35 ; 15 -f 36 39 ou 3& + 3g 39 ;

22.2 222 2 2 2 22 2
28 + 45 53 ou 3 + 3 53 ; 36 + 105 111 ou 3+3 =111 ;

7 9
1

S '14 ' '
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En d'autres termes, l'équation

(x — cLij^ac — ai -f- l)~|r Vx(x -j- 1 )~\p V(x + a) (x -f- a + 1) \P+ + jjj* _ p
est impossible en nombres entiers lorsque p est plus grand
que 1.

La forme
s(p,x X{X + ^ (x + 2)

dans laquelle, lorsque p est plus grand que 1, Qx représente
un polynôme entier du (2p — 2)ième degré en .r, conduit
directement à la même conclusion.

La relation
C4) 1

S2.X ~ 30x^x 1' '2x + 1' '3^2 + '^x ~~ 11 '

fait aussi prévoir qu"une somme de carrés de deux nombres
carrés ne peut être un carré de carré. Mais des formules

si5) ~x(x -f- 1) (21Xs + ISx2 — 13.x — 2)
x 60

et

sT,x ~ éÂx(x ^ + 6x2 ~~ 16x 1' '

nous ne pouvons conclure qu'une somme de deux carrés de

nombres pentagonaux ou hexagonaux ne peut être
respectivement le carré d'un nombre pentagonal ou hexagonal ; il
est bon d'observer cependant que nous n'affirmons pas pour
cela qu'une telle égalité existe.

E. Barbette (Liège).
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