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LES FIGURES COLLINÉAIRES

(Un chapitre de géométrie élémentaire.)

En nous plaçant au point de vue de la géométrie élémentaire,
nous appellerons figures collinèaires deux figures planes situées
dans le même plan ou dans des plans différents, et telles qu'à
chaque droite de l'une corresponde une droite cle l'autre, et à

chaque point de l'une, un point de l'autre.
Les figures collinèaires élémentaires donnent lieu aux

théorèmes dualistiqaes suivants :

I. Quand les points de coupe des
côtés homologues de deux triangles
collinèaires, non situés dans le même

plan, sont sur une même droite, les
lignes de jonction des sommets
homologues passent par un même point.

Les points de coupe a, ß, y des
côtés BC et hc, CA et ca, puis AB
et ab étant sur la même droite, celle-
ci sera évidemment l'intersection des
deux plans ABC et abc.

D'autre part AB et ab, BC et bc,
puis CA et ca forment alors trois
plans qui se coupent en un point S.

Les intersections Aa, B b et Ce
passeront forcément par ce point S et
le théorème est démontré.

IL Quand les lignes de jonction
des sommets homologues de deux
triangles collinèaires, non situés
dans le même plan, passent par un
même point, les points de coupe des
côtés homologues sont situés sur une
même droite.

Les deux triangles collinèaires
ABC et abc auront leurs sommets
situés deux à deux sur les arêtes
d'une pyramide triangulaire et
apparaîtront comme sections planes de
celles-ci.

Les lignes AB et al) sont dans le
même plan, donc elles se couperont ;

il en sera de même avec BC et bc,

puis avec CA et ca.
Les points de coupe y, a et ß de

ces diverses droites seront situés
sur l'intersection des plans ABC et
abc. Ils seront donc sur la même
droite, et le théorème est démontré.

La droite aßy s'appelle Yaxe de collinéation et le point S, le centre de col-
linéation des ligures.

(Voir la fig. 1 en considérant la pyramide S [ABC].)

III. Quand les points de coupe IV. Quand les lignes cle jonction
des droites homologues de deux po- des points homologues de deux po-
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122 L. CRE LIER
lygones plans collinéaires, non situés
dans le même plan, sont sur une
même droite, les lignes de jonction
des sommets homologues passent par
un même point.

Les points de coupe des côtés
homologues étant sur la même droite,
celle-ci sera évidemment l'intersection

des plans des deux polygones.
D'après le théorème I, les triangles
ABC et abc donnent un point S

comme point de coupe des droites
A a, B h et Ce. Les triangles BCD
et bed donneront également le même

point de coupe S'pour les trois droites
B/>, Ce et De?. Les points S et S'
seront confondus comme se trouvant à

l'intersection des droites B b et Ce.

La ligne de jonction De? d'une
quatrième paire de sommets homologues
passe par le même point que celles
des trois premières. Il en sera de
même pour toute autre ligne de jonction

de deux points homologues et
le théorème est démontré.

lygones plans collinéaires, non situés
dans le même plan, passent par le
même point, les points de coupe des
côtés homologues sont situés sur une
même droite.

Les deux polygones collinéaires
ayant leurs sommets situés deux à

deux sur les arêtes d'une pyramide
S(ABCD...), ils apparaîtront comme
sections planes de celle-ci.

Il suffira de répéter le raisonnement

du théorème II, pour chaque
paire de côtés homologues et nous
trouverons que leurs points de coupe
seront sur l'intersection des plans
des polygones donnés ; ils seront
donc situés sur une même droite.

af>y8 s'appelle toujours Y axe de collinéation et S le centre de coUinêation.
(Voir la fig. I en considérant la pyramide S[ABCD].)



figurer g a,

Y. Quand les points de coupe des

côtés homologues de deux triangles
collinéaires, situés dans le même

plan, sont sur une même droite, les

lignes de jonction des sommets
homologues passent par un même point.

Nous considérerons les I riangles
collinéaires ABC et abc, puis la droite
apy. Soient ensuite :

Bùy coupé par A a en S sur B b

Bbct » » Ce » S' » B b

et nous appliquerons le théorème
bien connu de Ménélaiis. On a :

AB «y Sù _ CB ca S^b
' ab ' SB Ca ' cb ' S'B

Nous prenons ensuite les triangles :

yab coupé par ac en p sur ay

yaB » » AC » p » ay •

Le point p est commun aux deux
transversales. On trouve :

pa av cb pa Ay CB

py ab ca py AB Ca

ay AB CB ca
D'où : • 1— — TT- • -7ab Ay Ca cb

S b S'b
el enfin

yB ~ S7!! '

Donc S est confondu avec S' et
les trois rayons A a, B b et Ce sont
concourants en S.

(Yoii* la lig. 2 en considérant plus
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YI. Quand les lignes dé jonction
des sommets homologues de deux
triangles collinéaires situés dans le

même plan passent par un même

point, les points de coupe des côtés

homologues sont situés sur une même

droite.

Nous considérons les triangles
collinéaires ABC et abc, puis le centre
S. Soient ensuite :

Bèy coupé par A a en S sur Bù

Bba » » Ce » S » Bb

Le point S esl commun aux deux
transversales.

Nous appliquerons ensuite le théorème

de Ménélaos. Nous obtenons :

S b AB «y Sb CB ca
SB Ay

*
* ab SB Ca cb

AB rty CB ca^ °U '
Ay ab Ca ' cb

Nous prenons ensuite les triangles :

yab coupé par ac en p sur ay

yaB » » AC » p' » ay

Nous aurons également :

pa fty cb p'a Ay CB

py
' ab '

ccl p'y
' AB ' Ca

en tenant compte du résultat précédent,

il reste,

ßa _ ß'a

ft ~ ß'T
'

Donc p et p' sont confondus sur
ay, autrement dit, les trois points de

coupe sont sur une même droite.

spécialement les triangles ABC et abc.)

Les triangles ABC et abc sont aussi appelés triangles homo
logiques de Desargues.

On trouvera une démonstration de ces mêmes théorèmes par
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l'emploi clu rapport anharmonique dans Rouché et Comberousse,
Traité de Géométrie? 2e édition (tome 1, p. 335).

Une démonstration analogue à celle que nous donnons se trouve
dans un travail très intéressant sur lequel nous reviendrons
encore : A. Benteli, Ueber die ebenen Schnitte der Strahlenflächen y

Comme précédemment, nous appellerons S le centre de colli-
néation et aßy Yaoce de collinéation.

VII. Quand les points de coupe
des droites homologues de deux
polygones collinéaires, situés dans le
même plan, sont sur une même droite,
les lignes de jonction des sommets
homologues passent par le même

point.

Trois paires de sommets
homologues quelconques, ABC et abc
déterminent un centre de collinéation
commun aux rayons Aa, B b et Ce.

Toute quatrième paire comme Dd
peut être liée à deux des précédentes
Aa et B b. Ellë détermine également
avec celles-ci un centre de collinéation

situé sur Aa et B b, donc
confondu avec le précédent.

La ligne de jonction des éléments
d'une quatrième paire de points
homologues passe ainsi par le même

point que celles des trois premières
paires. Le raisonnement subsistant

pour toute autre paire de points
homologues, le théorème est démontré.

VIII. Quand les lignes de jonction
des points homologues de deux
polygones collinéaires, situés dans le
même plan, passent par le même

point, les points de coupe des côtés

homologues sont situés sur une même
droite.

Les deux triangles collinéaires
ABC et abc déterminent évidemment
un axe de collinéation aßy.

Avec une quatrième paire de points
homologues, comme D et d, nous

pouvons considérer DB qui coupe
AC en M et db qui coupe ac en m.
Les points M et m deviennent des

points homologues, le rayon M/?î

passe par le centre de collinéation

et les triangles DCM et dem

sont collinéaires. Ils entraînent un
axe de collinéation aß8 ayant deux
points communs avec le précédent.
Donc ces axes sont confondus. Le
raisonnement subsiste pour toutes
les droites homologues passant par
D et d. Donc le théorème est
démontré.

(Voir la fig. 2 en considérant les polygones ABCD et abed.)
Les théorèmes qui précèdent se ramènent ainsi aux deux théorèmes

généraux suivants :

IX. Quand les points de coupe des

droites homologues de deux
polygones plans collinéaires, situés dans
le même plan ou dans des plans
différents, sont sur une même droite, les

lignes de jonction des points
homologues passent par le même centre.

X. Quand les lignes de jonction
des points homologues de deux
polygones plans collinéaires situés dans
le même plan ou dans des plans
différents, passent par un même centre,
les points de coupe des côtés
homologues sont sur une même droite.

Ainsi donc, d'une manière générale, l'existence de Vaxe de collinéation
entraîne celle du centre de collinéation et vice versa.
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Remarques. — 1. Dans les théorèmes Y et VI, nous avons préféré

la démonstration par le théorème de Ménélaûs à celle par
les rapports anharmoniques, parce que nous nous plaçons au

point de vue de la géométrie élémentaire et de l'enseignement

moyen. Le théorème de Ménélaûs peut être développé sans éten¬

dre trop loin le chariip d'activité prévu, tandis que l'emploi du
rapport anharmonique conduit déjà dans la géométrie supérieure.

II. Les figures collinéaires que nous venons d'étudier constituent
un cas spécial de celles que nous avons définies au début, étant
donné la propriété particulière qui les caractérise. Elles forment
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line collinéation centrale ou line homologies au lieu d'une colli-
néation simple.

En Suisse, nous admettons couramment la dénomination de
collinéation centrale d'après Mœbius et Fiedler, mais il serait
tout aussi exact d'appeler ces figures, des figures homologiques
d'après Poncelet et Chasles. A ce sujet, on peut consulter :

T. Heye, Geometrie der Lage (tome III, p. 2).
Axes secondaires de la collinéation.. — Soit Pce sur BD et N»

sur AB, les points homologues p et n de la deuxième figure seront
sur Sp II BD, puis sur Sn || AB. Ils seront en outre sur les lignes
homologues bd et ab.

Nous trouvons ainsi une droite pn de la deuxième figure qui est
l'homologue de la droite PocNoo ou de la droite de l'infini de la
première figure. P^Noo coupant l'axe de collinéation à l'infini, il en
sera de même de pn. La droite pn s'appelle un axe secondaire de
la collinéation.

D'autre part, considérons l*> sur ah et sur bd. Les points
homologues de l'autre figure sont L et K sur SL || ab et SK || bd.

Ces points sont en outre sur les lignes homologues AB et BD.
Nous obtenons la droite LK de la figure ABC, qui est l'homologue
de la droite de l'infini Gkcc dans la figure abc. LK est parallèle à

l'axe de collinéation, puisque son homologue Icckcc rencontre cet
axe à l'infini. LK s'appelle également un axe secondaire de
collinéation.

Les axes secondaires de deux figures formant une collinéation
centrale, sont les droites de chaque figure correspondant à la droite
de Vinfini de Vautre figure. Ces axes sont parallèles ci l'axe principal

de collinéation. (Voir fig. 2.)

Cas spéciaux de la collinéation centrale.

1. Les figures affines. Nous avons ici le cas où le centre de
collinéation est à l'infini, autrement dit les lignes de jonction
des points homologues de deux figures affines sont parallèles.

Exemples : Les diverses sections planes d'un prisme ou d'un cylindre ;

les deux projections orthogonales d'une ligure plane ; le rabattement d'un
polygone plan et la projection de même nom.

Si les lignes de jonction des points homologues sont également
perpendiculaires à l'axe de collinéation, qui prend ici le nom
d'axe d'affinité, la propriété des figures ainsi apparentées prend
le nom déaffinité orthogonale.

Rapport d'affinité : Dans les figures formant une affinité
orthogonale, le rapport des distances de deux points homologues à

l'axe d'affinité est constant.
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2. Les figures homothètiques. Nous appellerons ainsi les figures
d'une collinéation centrale dans laquelle les lignes homologues
sont parallèles. Autrement, dans les figures homothétiques, l'axe
de collinéation est rejeté à l'infini.

Exemples : Les sections planes parallèles d'une pyramide ou d un cône et
leurs projections sur un même plan.

Rapport d'homothètie : Quand deux figures sont homothétiques,

les distances de deux points homologues au centre cle

collinéation ou d'homothètie forment un rapport constant.
3. Les figures égales et semblahlement disposées. Ce sera le cas

des figures collinéaires centrales, clans lesquelles le centre de
collinéation et l'axe de collinéation seront à l'infini.

Exemples : Les sections planes parallèles d'un prisme ou d'un cylindre
et leurs projections sur un même plan.

* Pour ces cas spéciaux, on consultera avec intérêt : Rouché et
Comberousse, Traité de Géométrie (t. I, p. 252); Grossmann,
Darstellende Geometrie (p. 15, 42, 43, 51) ; Benteli, Ueber die ebenen
Schnitte der Strahlenflächen. Dans ce dernier travail, les sections
planes cles corps simples sont spécialement développées en tenant
compte de la collinéation.

Applications des figures collinéaires à la Géométrie descriptive.

Problème 1. — Etant donné une figure plane et trois points
d'une autre figure collinéaire avec la première, déterminer
complètement la seconde figure.

Problème 2. — Etant donné la projection horizontale d'un
polygone plan et trois sommets de la projection verticale du même
polygone, déterminer complètement cette deuxième projection
(par la collinéation).

Problème 3. — Etant donné les deux projections d'une figure
plane, déterminer le rabattement de cette figure. (On utilisera la
hauteur cle l'un cles points pour rabattre celui-ci; les autres
seront rabattus par la collinéation.)

Problème 4. — Déterminer la section d'un prisme par un plan
et rabattre cette section dans le plan cle la base.

Problème 5. — Déterminer la section d'une pyramide par un
plan et rabattre cette section clans le plan de la base.

Problème 6. — Même question avec un cylindre.
Problème 7. — Même question avec un cône.
Remarque. — Dans les quatre derniers problèmes, nous supposerons

la base clu corps située dans un des plans fondamentaux.
D'autre part, on peut déterminer le premier point de la section
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comme intersection d'une droite avec un plan et rechercher
ensuite tous les autres points au moyen de la collinéation.

On peut également déterminer tous les points, même le pre¬

mier, par la collinéation. Nous développerons la solution du
problème 5 en utilisant cette dernière méthode. Comme nous l'avons
indiqué au début, nous sommes dans un chapitre de géométrie
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élémentaire, et cette méthode doit être établie par des moyens et
des considérations appartenant tous au domaine de la géométrie
élémentaire.

Nous n'utiliserons donc que les propriétés de la collinéation
centrale, telles que nous les avons présentées plus haut.

On pourra comparer notre solution avec celles données par
MM. A. Benteli (mémoire déjà cité) et W. Fiedler, Die darstellende

Geometrie (t. I, p. 345). La comparaison montrera que nous
avons évité tous les développements ne relevant que de la géométrie

supérieure et sortant, par conséquent, du programme des
élèves qui nous intéressent.

Solution du problème 5. Nous ferons d'abord ressortir les

figures collinéaires de ce problème (voir fig. 3) :

1. La base de la pyramide, dans le plan II et la section sont
deux figures collinéaires situées dans des plans différents. L'axe
de collinéation est la trace ti du plan sécant ; le centre de collinéation

est le sommet de la pyramide.
2. La base de la pyramide et la projection horizontale de la

section considérée sont deux figures collinéaires situées dans le
même plan. L'axe de collinéation est encore la trace ti ; le centre
de collinéation est la projection horizontale S' du sommet.

3. La projection horizontale de la section et son rabattement
sur le plan H sont deux figures collinéaires situées dans le même
plan. L'axe de collinéation est toujours la trace ti ; le centre de
collinéation est à l'infini sur la direction perpendiculaire à tv Ces
deux dernières figures forment ainsi une affinité orthogonale.

4. Puisque les lignes homologues de la base de la pyramide et
celles du rabattement de la section plane considérée se coupent
également sur la trace ti ces deux figures sont collinéaires. Elles
sont dans le même plan. L'axe de collinéation est aussi la trace tv

Nous reviendrons plus loin sur le centre de collinéation.
Nous avons encore d'autres collinéations : entres les deux

projections de la section plane, entre la section elle-même et sa
projection horizontale, et entre la section elle-même et son rabattement

sur le plan H, mais nous ne nous occuperons pas davantage
de celles-ci.

Nous pouvons rechercher maintenant les axes secondaires de
ces dicers groupes collinéaires. Prenons d'abord la base et la
section : nous trouverons la ligne conjuguée de la droite de l'infini
de la section, dans le plan H, en menant par le sommet des
parallèles aux côtés de la section; celles-ci forment un plan parallèle

au plan sécant passant par le sommet; leurs intersections
avec les côtés correspondants de la base sont sur l'intersection de
ce plan avec le plan H. Nous trouvons ainsi le premier axe
secondaire q. Pour le deuxième, qui est la droite du plan de la section

conjuguée de la droite de l'infini du plan FI, nous mènerons
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par S cles parallèles aux côtés de la base ; elles formeront un plan
horizontal par le sommet et elles rencontreront les côtés
correspondants de la section sur l'intersection du plan sécant avec ce
plan horizontal auxiliaire, soit sur une horizontale du plan
sécant dont la projection verticale passe par S". Nous obtenons ainsi
une droite de l'espace c qui est le deuxième axe secondaire.

En projetant horizontalement la section et le sommet de la
pyramide sur le plan H, les parallèles aux projections horizontales
des côtés de la section menées par S' représentent les parallèles
précédentes, et elles rencontrent encore les côtés correspondants
de la base sur la trace q du plan parallèle au plan sécant et passant

par le sommet, q reste donc le premier axe secondaire de
collinéation par rapport à la base de la pyramide et à la projection

horizontale de sa section. Les parallèles par S' aux côtés de
la base représentent également les parallèles menées par le sommet

dans le plan horizontal auxiliaire ; donc leurs intersections
avec les projections des côtés de la section se trouveront sur la
projection v' de c. e'qui est la projection de l'horizontale précédente,

devient alors le deuxième axe secondaire de la collinéation
considérée.

Nous avons encore à considérer les axes secondaires de la
collinéation formée par la base et le rabattement de la section.

Pendant la rotation du plan sécant autour de tx les côtés de la
section sont entraînés dans le mouvement, mais leurs points de
l'infini demeurent à l'infini. D'autre part, les points du plan cle la
base ou du plan II demeurent fixes et restent conjugués aux mêmes
points du plan mobile. Dans ces conditions, le premier axe secondaire

de la collinéation reste l'axe q et le deuxième axe secondaire
reste c pendant tout le mouvement, pour devenir (c) lors du
rabattement. Le deuxième axe secondaire est donc le rabattement
de l'axe c.

Recherchons maintenant le sommet de cette collinéation. Les
parallèles aux côtés de la section menées par les points conjugués

pris sur l'axe q sont demeurées parallèles pour toutes les
positions du plan mobile. Elles ont donc constamment formé un
second plan parallèle au plan sécant et mené par q. Leur point de

coupe est donc resté dans ce plan pour se rabattre sur le plan H
en même temps que le plan sécant lui-même. Le centre de la
collinéation déterminée par la base de la pyramide et le rabattement
de la section dans le plan de la base est donc le rabattement du
sommet autour du premier axe secondaire q de la collinéation.

Recherche de la projection a'b'. Soit AB le côté de la base.
Sa trace horizontale vient en T(a, b) sur tA. Son point de coupe
Q(yq b) avec q sera le conjugué du point de l'infini de aby le côté

correspondant de la section. S'Q(û^ est alors une parallèle à a'br
et on pourra donc mener a'b' par T

b) parallèlement à^S'Q(a b).
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Les projections des arêtes limitent ensuite le segment considéré.
Le prolongement de a!b' coupe v' en

Le procédé est applicable à tous les autres côtés de la section,
mais il se simplifie immédiatement pour les points suivants par
l'emploi de l'axe de collinéation tr

Recherche du rabattement (a)(b). 11 est d'abord compris entre
les droites (S)A et (S)B. Cette direction (a)[b) passera par T[ab)
parallèlement à Q^è)(S). On peut aussi chercher (R)^ en menant
'($)(R){ah) par (S) parallèlement à AB. Les deux points T(a^ et (R)(a6)

déterminent alors la direction (a)(b).
Les autres côtés du rabattement s'établissent ensuite au moyen

de l'axe de collinéation tx.
On obtient la projection verticale en relevant les points comme

T(a b) sur la ligne de terre et comme R'^ sur la parallèle à la
ligne de terre par S".

Observation finale. — Nous avons été amené à la publication de
ce chapitre de géométrie élémentaire par l'élaboration do Rapport

sur Y enseignement des mathématiques dans les écoles techniques

moyennes suisses1. En étudiant l'enseignement de la géométrie
et de la géométrie descriptive, nous avons pu constater combien

il serait avantageux de généraliser l'emploi de la collinéation
centrale dans un grand nombre de constructions. Mais cela exige
que la collinéation centrale puisse être présentée d'une manière
élémentaire, à la portée des jeunes gens n'étant pas initiés à la
géométrie supérieure. A ce titre, le présent exposé peut avoir
quelque intérêt pour les professeurs de l'enseignement moyen.

L. C relier (Bienne).

1 Un fascicule de 110 pages ; Georg & Çie, Genève.
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