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LES FIGURES COLLINEAIRES

(Un chapitre de géometrie élementaire.)

En nous placant au point de vue de la géométrie élémentaire,
nous appellerons figures collinéaires deux figures planes situées
dans le méme plan ou dans des plans différents, et telles qu'a
chaque droite de l'une corresponde une droite de l'autre. et a
chaque point de 'une, un point de P'autre

Les figures colllnealres élémentaires donnent lieu aux théo-

remes dlldllStlg([@S suivants :

I. Quand les points de coupe des
cotés homoloaues de deux triangles
collinéaires, non situés dans le méme
plan, sont sur une méme droite, les
lignes de jonction des sommets ho-
mologues passent par un méme point.

Les pomts de coupe a, 5, Y des
cotés BC et be, CA et ca, puis AB
et ab étant sur la méme dr oite, celle-
ci sera évidemment l'intersection des
deux plans ABC et abe.

D’autre part AB et ab, BC et be,
puis CA et ca forment alors trois
plans qui se coupent en un point S.
Les intersections Aa,; Bb et Ce pas-
seront forcément par ce point S et
le théoréme est démontré.

Quand les lignes de jonction
des sommets homologues de deux
triangles collinéaires, non situés
dans le méme plan, passent par un
méme point, les points de coupe des
cotés homologues sont situés sur une
méme droite. ‘

Les deux triangles collinéaires
ABC et abc auront leurs sommets
situés deux a deux sur les arétes
d’une pyramide triangulaire et ap-
paraitront comme sections planes de
celles-ci.

Les lignes AB et ab sont dans le
méme plan, donc elles se couperont;
il en sera de meme avee BC et be,
puis avec CA et ca.

Les points de coupe vy, a et  de
ces diverses droites seront situés
sur l'intersection des plans ABC et
abe. Tls seront done sur la méme
droite, et le théoréme est démontré.

La droite afy s’appelle 'axe de collinéation et le point S, le centre de col-

linéation des figures.

(Voir la fig. 1 en considérant la pyramide S{ABC].)

III. Quand les points de coupe
des droites homologues de deux po-
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IV. Quand les lignes de jonction
des points homologues de deux po-
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-

lygones plans collinéaires, non situés
dans le méme plan, sont sur une
méme droite, les lignes de jonction
des sommets homologues passent par
un méme point.

Les points de coupe des cdtés ho-
mologues étant sur la méme droite,
celle-ci sera évidemment lintersec-
tion des plans des deux polygones.
D’apres le théoréme I, les triangles
ABC et alc donnent un point S
comme point de coupe des droites
Aa, Bb et Cc. Les triangles BCD
et bed donneront également le méme
pointde coupe S’ pourles trois droites
Bb, Cc et Dd. Les points S et S’ se-
ront confondus comme se trouvant &
I'intersection des droites Bl et Cec.
La ligne de jonction Dd d’une qua-
triéme paire de sommets homologues
passe par le méme point que celles
des (rois premiéres. Il en sera de
méme pour toute autre ligne de jonc-
tion de deux points homologues et
le théoréme est démontré.

CRELIER

lygones plans collinéaires, non situés
dans le méme plan, passent par le
méme point, les points de coupe des
cdtés homologues sont situés sur une
méme droite.

‘Les deux polygones collinéaires
ayant leurs sommels situés deux &
deux sur les arétes d’une pyramide
S(ABCD...), ils apparaitronl comme
sections planes de celle-ci.

Il suffira de répéter le raisonne-
ment du théoréme II, pour chaque
paire de cotés homologues et nous
trouverons que leurs points de coupe
seront sur lintersection des plans
des polygones donnés; ils seront
done situés sur une méme droite.

afyd s’appelle toujours 'axe de collinéation et S le centre de collinéation.
(Voir la fig. 1 en considérant la pyramide S[ABCD].)

o
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V. Quand les points de coupe des
cotés homoloaues de deux triangles
collinéaires, ‘situés dans le méme
plan sont sur une méme droite, les
lignes de jonction des sommets ho-
molooues passent par un méme point.

Nous considérerons les (riangles
collinéaires ABC et abe, puis 1a dr(nte
afiy. Soient ensuite :

Bby coupé par A« en S sur Bb
Bba  » » Cc » S » Bb

el nous appliquerons le théoréme
bien connu de Ménélaits. On a:

AB ay SbH CB co S'b
Xr( ' a[) SB— Ca c¢b° S'B
Nous pr'enéns ensuite les triangles:

yob coupé p'lr ac en G sur ay
YG.B » » AC » [ » ay .

Le point § est commun aux deux
transversales: On trouve :

fo ay. ch pa Ay CB

(SY'ah'ca BY'AB Co.

oy Ii]? CB c¢a

D ou : -a—l-) . AY - a » C‘—,;
el Sb S0
el enhn S—]B— pem— S7]—3 .

Done S est confondu avec S’ el
les trois rayons Aa, Bbh et Cc sont
concourants en S.

V1. Quand les lignes de jonction
des sommets homologues de deux
triangles collinéaires situés dans le
méme plan' passent par un méme
point, les points de coupe des cotés
homologues sont situés sur une méme
droite.

Nous considérons les triangles
collinéaires ABC et abc¢, puisle centre
S. Soient ensuite :

Bby coupé par A« en S sur B
Bba » » Ce » S » Bb

Le point S esl commun aux deux
transversales.

Nous appliquerons ensuile le théo-
réeme de Ménélaos. Nous obtenons :

Sb- AB ay _ Sh CB ca
SB Ay ab T SB Ca cb’
AB ay CR ca

Dot : — . .
o Ay al). Ca " ¢b

Nous prenons ensuile les triangles:

yab coup¢ par ac en {3 sur ay

YO'.B » » AC » (:' »oay .

Nous aurons également :

fo  ay c/)__(s'a AT CB

By ab ca [~ AB Ca«

en tenanl compte du résultal précé-
dent, il reste,

(j\{ —— j,T

Done [ et ” sont confondus sur
ay, autrement dit, les trois points de
coupe sont sur une méme droite.

(Voir la fig. 2 en considérant plus spécialement les triangles ABC el abc.)

Les triangles ABC et abc sont aussi appeles triangles homolo-

giques de Desargues.

On trouvera une demonatratlon de ces mémes theoremcs par

e e oA R e e e
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I’emploi du rapport anharmonique dans Roucui et ComMBEROUSSE,
Traite de Géomeétrie, 2° édition (tome I, p. 335).

Une démonstration analogue a celle que nous donnons se trouve
dans un travail trés intéressant sur lequel nous reviendrons en-
core : A. Benterl, Ueber die ebenen Schnitte der Strahlenflichen,

Comme précédemment, nous appellerons S le centre de colli-
néation et afly Vaxe de collinéation.

VII. Quand les points de coupe
des droites homologues de deux po-
lygones collinéaires, situés dans le
méme plan, sont sur une méme droite,
les lignes de jonction des sommets
homologues passent par le méme
pownt.

Trois paires de sommets homo-
logues quelconques, ABC et abc dé-
terminent un centre de collinéation
commun aux rayons X?Z—, ﬁl; et C—c

Toute quatriéme paire comme Dd
peut étre liée a deux des précédentes
Aa et Bb. Elle détermine également
avec celles-¢i un centre de collinéa-
tion situé¢ sur Aa et Bb, donc con-
fondu avec le précédent.

La ligne de jonction des éléments
d'une quatrieme paire de points ho-
mologues passe ainsi par le méme
point que celles des trois premieres
paires. Le raisonnement subsistant
pour toute autre paire de points ho-
mologues, le théoréme est démontré.

VIII. Quand les lignes de jonction
des points homologues de deux po-
lygones collinéaires, situés dans le
méme plan, passent par le méme
point, les points de coupe des cdtés
homologues sont situés sur une méme
droite.

Les deux triangles collinéaires
ABC et abc déterminent évidemment
un axe de collinéation afy.

Avec une quatriéme paire de points
homologues, comme D et d, nous
pouvons considérer DB qui coupe
AC en M et db qui coupe ac en m.
Les points M et m deviennent des
points homologues, le rayon Mm
passe par le centre de collinéa-
tion et les triangles DCM et dcm
sont collinéaires. lls entrainent un
axe de collinéation «fd ayant deux
points communs avec le précédent.
Donc ces axes sont confondus. Le
raisonnement subsiste pour toutes
les droites homologues passant par
D et d. Donc le théoréme est dé-
montré.

(Voir la fig. 2 en considérant les polygones ABCD et abed.)
Les théorémes qui précédent se ramenent ainsi aux deux théorémes gé-

néraux suivants :

IX. Quand les points de coupe des
droites homologues de deux poly-
gones plans collinéaires, situés dans
le méme plan ou dans des plans dif-
férents, sont sur une méme droite, les
lignes de jonction des points homo-
logues passent par le méme centre.

X. Quand les lignes de jonction
des points homologues de deux po-
lygones plans collinéaires situés dans
le méme plan ou dans des plans dif-
férents, passent par un méme centre,
les points de coupe des cdtés homo-
logues sont sur une méme droite.

Ainsi donc, d’'une maniére générale, l'existence de I'axe de collinéation
entraine celle du centre de collinéation et vice versa.

o
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RemARQUES. — 1. Dans les théorémes V et VI, nous avons pre-
féré la démonstration par le théoreme de Ménélaiis a celle par
les rapperts anharmoniques, parce que nous nous pl'agons au
point de vue de la géométrie élémentaire et de I’enseignement
moyen. Le théoréeme de Ménélaiis peut étre développé sans eten-

Noo Peo

Fig. 2.

dre trop loin-le champ d’activité prévu, tandis que I'emploi du
rapport anharmonique conduit déja dans la géométrie supérieure.

II. Les figures collinéaires que nous venons d’étudier constituent
un cas spécial de celles que nous avons définies au début, étant
donné la propriété particuliere qui les caractérise. Elles forment
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une collinéation centrale ou une homologie, au lien d’une colli-
néation simple.

En Suisse, nous admettons couramment la denomlnatlon de
collinéation centrale d’aprés Masius et FiepLer, mais il serait
tout aussi exact d’appeler ces figures, des figures homologiques
d’aprés PonceLer et CuasLes. A ce sujet, on peut consulter :
T. Reve, Geometrie der Lage (tome Ill, p. 2).

Axes secondaires de la collinéation.. — Soit P« sur BD et Nw
sur AB, les points homologues p et n de la deuxiéme figure seront
sur Sp || BD, puis sur Sn || AB. Ils seront en outre sur les lignes
homologues bd et ab.

Nous trouvons ainsi une droite pn de la deuxiéme figure qui est
I’homologue de la droite PN« ou de la droite de linfini de la
premiere figure. P> N~ coupantl’axe de collinéation a I'infini, il en
sera de méme de pn. La droite pn s’appelle un axe secondaire de
la collinéation.

D’autre part, considérons l» sur aé et ke sur bd. l.es points ho-
mologues de l'autre figure sont L et K sur SL || ab et SK || éd.

Ces points sont en outre sur les lignes homologues AB et BD.
Nous obtenons la droite LK de la figure ABC, qui est 'homologue
de la droite de l'infini /- /4. dans la figure abc. I.LK est parallele a
I’axe de collinéation, puisque son homologue /x /i« rencontre cet
axe a l'infini. LK s’appelle également un axe secondaire de colli-
néation. .

Les axes secondaires de deux figures formant une collinéation
centrale, sont les droites de chaque figure correspondant a la droite
de Uinfini de Uautre figure. Ces axes sont paralleles a Uaxe princi-
pal de collinéation. (Voir fig. 2.)

Cas spéciaux de la collinéation centrale.

1. Les figures affines. Nous avons ici le cas ou le centre de
collinéation est a l'infini, autrement dit les lignes de jonction
des points homologues de deux figures affines sont paralleles.

Exemples : Les diverses sections planes d'un prisme ou d’'un cylindre :
les deux projections orthogonales d’une figure plane; le rabattement d'un
polygone plan et la projection de méme nom.

Si les lignes de jonction des points homologues sont également
perpendiculaires a 'axe de collinéation, qu1 prend ici le nom
d’axe d’affinité, la propriété des figures ainsi apparentées prend
le nom d’affinité orthogonale.

Rapport d’affinité : Dans les figures formant une affinité ortho-
gonale, le rapport des dlstances de deux points homologues a
P’axe d’affinité est constant.
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2. Les figures homothétigues. Nous appellerons ainsi les figures
d’une collinéation centrale dans laquelle les lignes homologues
sont paralléles. Autrement, dans les figures homothétiques, l'axe
de collinéation est rejeté a Vinfini.

Exemples : Les sections planes paralléles d'une pyramide ou d’un cone et
leurs projections sur un méme plan.

Rapport d’homothétie : Quand deux figures sont homothéti-
ques, les distances de deux points homologues au centre de col-
linéation ou d’homothétie forment un rapport constant.

3. Les figures égales et semblablement disposées. Ce sera le cas
des figures collinéaires centrales, dans lesquelles le centre de col-
linéation et 'axe de collinéation seront a I'infini.

Exemples : Les sections planes paralleles d'un prisme ou d’un cylindre
et leurs projections sur un méme plan.

- Pour ces cas spéciaux, on consultera avec intérét : Roucni et
ComseroussE, Traité de Geométrie (t. 1, p. 252); Grossmany, Dar-
stellende Geometrie (p. 15, 42, 43, 51); Bextery, Ueber die ebenen
Schnitte der Strahlenflichen. Dans ce dernier travail, les sections
planes des corps simples sont spécialement développées en tenant
compte de la collinéation.

Applications des figures collinéaires a la Géométrie descriptive.

Probleme 1. — FEtant donné une figure plane et trois points
d’une autre figure collinéaire avec la premiere, déterminer com-
pletement la seconde figure.

Probleme 2. — Etant donné la projection horizontale d’un po-
lygone plan et trois sommets de la projection verticale du méme
polygone, déterminer completement cette deuxieme projection
(par la collinéation).

Probleme 3. — KEtant donné les deux projections d’une figure
plane, déterminer le rabattement de cette figure. (On utilisera la
hauteur de I'un des points pour rabattre celui-ci; les autres se-
ront rabattus par la collinéation.)

Probleme s. — Déterminer la section d’'un prisme par un plan
et rabattre cette section dans le plan de la base.

Probleme 5. — Déterminer la section d’une pyramide par un
plan et rabattre cette section dans le plan de la base.

Probleme 6. — Méme question avec un cylindre.

Probleme 7. — Méme question avec un cone. ,

RemarQuE. — Dans les quatre derniers problémes, nous suppo-

serons la base du corps située dans un des plans fondamentaux.
‘D’autre part, on peut déterminer le premier point de la section
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comime intersection d’une droite avec un plan et rechercher en-
sulte tous les autres points au moyen de la collinéation.
On peut également déterminer tous les points, méme le pre-

/
/ B -~
~
(R)(a.bk///
AN
yah
\
\
P
N
N\
V) / A
/

Fig. 3.

mier, par la collinéation. Nous développerons la solution du pro-
bléme 5 en utilisant cette derniére méthode. Comme nous I'avons
indiqué au début, nous sommes dans un chapitre de géométrie
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élémentaire, et cette méthode doit étre établie par des moyens et
des considérations appartenant tous au domaine de la géométrie
élémentaire.

Nous n’utiliserons donc que les propriétés de la collinéation
centrale, telles que nous les avons présentées plus haut.

On pourra comparer notre solution avec celles données par
MM. A. Bentert (mémoire déja cité) et W. FieoLer, Die darstel-
lende Geometrie (t. I, p. 345). La comparaison montrera que nous
avons évité tous les développements ne relevant que de la géomeé-
trie supérieure et sortant, par conséquent, du programme des
éleves qui nous intéressent.

Sorution pu prosLEME 5. Nous ferons d’abord ressortir les ﬁ—
gules collinéaires de ce probleme (voir fig. 3)

La base de la pyramide, dans le plan I et la section sont
deux figures collinéaires situées dans des plans différents. L’axe
de collinéation est la trace ¢, du plan sécant; le centre de collinéa-
tion est le sommet de la pyramide.

2. La base de la pyramide et la projection horizontale de la
section considérée sont deux figures collinéaires situées dans le
méme plan. L’axe de collinéation est encore la trace ,; le centre
de collinéation est la projection horizontale S’ du sommet.

3. L.a projection horizontale de la section et son rabattement
sur le plan H sont deux figures collinéaires situées dans le méme
plan. L’axe de collinéation est toujours la trace ¢, ; le centre de
collinéation est a I'infini sur la direction perpendiculaire a ¢,. Ces
deux derniéres figures forment ainsi une affinité orthogonale.

4. Puisque les lignes homologues de la base de la pyramide et
celles du rabattement de la section plane considérée se coupent
également sur la trace ¢, , ces deux figures sont collinéaires. Elles
sont dans le méme plan. L’axe de collinéation est aussi la trace ¢,.

Nous reviendrons plus loin sur le centre de collinéation.

Nous avons encore d’autres collinéations : entres les deux pro-
jections de la section plane, entre la section elle-méme et sa pro-
jection horizontale, et entre la section elle-méme et son rabatte-
ment sur le plan H, mais nous ne nous occuperons pas davantage
de celles-ci.

Nous pouvons rechercher maintenant les axes secondaires de
ces divers groupes collinéaires. Prenons d’abord la base et la sec-
tion : nous trouverons la ligne conjuguée de la droite de linfini
de la section, dans le plan H, en menant par le sommet des pa-
ralleles aux cotés de la section; celles-ci forment un plan paral-
lele au plan sécant passant par le sommet; leurs intersections
avec les cotés correspondants de la base sont sur I'intersection de
ce plan avec le plan H. Nous trouvons ainsi le premier axe se-
condaire ¢. Pour le deuxiéme, qui est la droite du plan de la sec-
tion conjuguée de la droite de 'infini du plan H, nous menerons

-
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par S des paralleles aux cotés de la base; elles formeront un plan
horizontal par le sommet et elles rencontreront les cotés corres-
pondants de la section sur l'intersection du plan sécant avec ce
plan horizontal auxiliaire, soit sur une horizontale du plan sé-
cant dont la projection verticale passe par S”. Nous obtenons ainsi
une droite de 'espace ¢ qui est le deuxieme axe secondaire.

En projetant horizontalement la section et le sommet de la py-
ramide sur le plan H, les paralleles aux projections horizontales
des cotés de la section menées par S’ représentent les paralleles
précédentes, et elles rencontrent encore les cotés correspondants
de la base sur la trace ¢ du plan parallele au plan sécant et pas-
sant par le sommet. ¢ reste donc le premier axe secondaire de
collinéation par rapport a la base de la pyramide et a la projec-
tion horizontale de sa section. lies paralleles par S’ aux cotés de
la base représentent également les paralleles menées par le som-
met dans le plan horizontal auxiliaire; donc leurs intersections
avec les projections des cdtés de la section se trouveront sur la
projection ¢’ de ¢. ¢'qui est la projection de '’horizontale précé-
dente, devient alors le deuxieme axe secondaire de la collinéation
considérée.

Nous avons encore a considérer les axes secondaires de la col-
linéation forniée par la base et le rabattement de la section.

Pendant la rotation du plan sécant autour de ¢,, les cotés de la
section sont entrainés dans le mouvement, mais leurs points de
I'infini demeurent a 'infini. D’autre part, les points du plan de la
base ou du plan HH demeurent fixes et restent conjugués aux mémes
points du plan mobile. Dans ces conditions, le premier axe secon-
daire de la collinéation reste I'axe ¢ et le deuxieme axe secondaire
reste ¢ pendant tout le mouvement, pour devenir (¢) lors du ra-
battement. [.e deuxiéme axe secondaire est donc le rabattement
de I'axe ¢.

Recherchons maintenant le sommet de cette colhneatlon Les
paralléles aux cotés de la section menées par les points conju-
gués pris sur 'axe ¢ sont demeurées paralléles pour toutes les
positions du plan mobile. Elles ont donc constamment formé un
seeond plan paralléle au plan sécant et mené par ¢. L.eur point de
coupe est donc resté dans ce plan pour se rabattre sur le plan H
en méme temps que le plan sécant lui-méme. Le centre de la col-
linéation déterminée par la base de la pyramide et le rabattement
de la section dans le plan de la base est donc le rabattement du
sommet autour du premier axe secondaire ( de la collinéation.

Recherche de la projection a’b’. Soit AB le coté de la base.
Sa trace horizontale vient en T (a, &) sur ¢,. Son point de coupe
Q(a, b) avec g sera le conjugué du point de Uinfini de ab, le coté
correspondant de la section. S'Q , est alors une parallele a a’b’
et on pourra donc mener a'b’ par F parallélement a_ S’Q Q.

(a, b)
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I.es projections des arétes limitent ensuite le segment considéré.
Le prolongement de a'd’ coupe ¢" en R’ ;.

Le procédé est applicable a tous les autres cotés de la section,
mais il se simplifie immédiatement pour les points 'suwants par
Pemploi de 'axe de collinéation ¢,.

Recherche duw rabattement (*WB_) 11 est d’abord compris entre
les droites (S)A et (S)B. Cette direction (a)(b) passera par T(abd)
parallelement & —Q(ab)(S) On peut aussi chercher ’R)<ab en menant
(5)(R) .4 par (S) parallelement a AB. Les deux points T ) et (R) 4

determment alors la direction (a)(b).

Les aatres cotés du rabattement s’établissent ensuite au ‘moyen
de I'axe de collinéation ¢,.

On obtient la projection verticale en relevant les points comme
m - 2 3 "\ 2} 4 ¥ ? C ‘
', s surla ligne de terre et comme R’ , sur la parallele a la

LI LQ
ligne de terre par S”.

Observation finale. — Nous avons été amené a la publication de
ce chapitre de géométrie élémentaire par I’élaboration du Rap-
port sur Uenseignement des mathématiques dans les écoles techni-
ques moyennes suisses'. En étudiant 'enseignement de la géomé-
trie et de la géométrie descriptive, nous-avons pu constater com-
bien il serait avantageux de généraliser I’emploi de la collinéation
centrale dans un grand nombre de constructions. Mais cela exige
que la collinéation centrale puisse étre présentée d’une maniére
élémentaire, a la portée des jeunes gens n’étant pas initiés a la
géométrie supérieure. A ce titre, le présent exposé peut avoir
(quelque intérét pour les professeurs de 'enseignement moyen.

[.. Crevier (Bienne).

1 Uua fascicule de 110 pages ; Georg & (e, Genéve.
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