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282 H. SCHUEPP

(a /\ v est un nouvel opérateur symbolique!) ; elles correspondent,
avec nos notations, aux
—dth.a+g%a, —divb.a+Kg%a.

Il est bien entendu que M. Jauman~ obtient tout cela avec les
coordonnées et ensuite ses opérateurs symboliques font ressem-
bler ses formules a de véritables hiéroglyphes égyptiens. Il n’y a
rien d’absolu et de concret dans ces opérateurs; rien qui soit pra-
tique et qui réponde aux idées logiques précises de I'ccuvre ma-
gistrale de HamiLton. :

(Ces opérateurs symboliques, semblables a4 ceux dont Gisss et
ses éleves font un si large usage, sont donc inutiles et ils ont
beaucoup retardé le développement logique du calcul vectoriel.
- Nous espérons 'avoir démontré, d’apres ce que nous avons dit.

C. Burari-Forrr (Turin) et R. Marcoronco (Naples).

DEFINITION DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
PAR LEUR THEOREME D’ADDITION

M. Oscoop, dans son livre sur la Théorie des fonctions!, dé-
montre que toutes les fonctions, possédant un théoreme d’addition
analogue a celui du sin, et cos, sont, au fond, identiques a ces fonc-
tions. [.a démonstration d’Osgood n’est pas tres simple et conduit
finalement a I’équation différentielle y” 4+ y = 0. L.a démonstra-
tion peut étre simplifiée et comme ’exposé suivant ne suppose rien
de ’analyse supérieure, cette détermination des fonctions trigono-
métriques par une équation fonctionnelle pourrait étre accessible
a I'enseignement secondaire (dans un exposé un peu serré).

Osgood établit d’'une facon élémentaire, au début de son exposé,
que la continuité en un point entraine la continuité en tout point.
Nous ferons donc a priori les hypotheses. suivantes, qui n’impli-
quent aucune restriction.

1 Lehrbuch der Funktionentheorie, tome I, page 510 et suivantes.



FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES ., 283

Soient S (z) et C(z) 2 fonctions définies et continues, satisfaisant
aux équations fonctionnelles :

S(x 4+ y) = S(x). C(y) + C(x) . S(y)
Clx 4 y) = C(x) . C(y) — S(x). S(y]

)
(2) » S(— x) = — S{«) , C(— x) = C(x) .
De (2) résulte pour x =0
(3) | S(0) =0 .

D’ou, d’apreés (1)
on aura donc soit

C0)=20 ou Co)=1.

.La 1™ valeur donne, en faisant y — 0 dans (1) comme solution
\ 4
du probleme

Slx) =10, Clx) =20 .

Nous ne considérerons donc dans la suite que le cas

(4) - Co)=1.
De la 2me équation (1) résulte, pour y = — 2, et d’apreés (2
(5) - 1 = C¥(x) 4+ S?(x) .

l.es valeurs des fonctions sont donc comprises entre — 1 et 4 1.
On déduit, ensuite, exactement comme en trigonométrie les
formules

X

(6) 2c2<:';_’> —1 4+ Ca) et 252(§> —1— Cla) .

Six = p est un zéro de S(r), x = np est aussi un zéro; car de
(1) résulte pour y = p et &x = p, 2p, 3p, ... successivement:

S(2p) =0 S(8p) =0, ... S(np) =0,

On peut donc déterminer un intervalle 0 < & < &, ne renfer-
mant aucun zéro; car, sinon, ¢ étant pris aussi petit qu’on le dé-
sire, les zéros de S(x) s’accumuleraient partout et S(x) serait
identiquement 0?. |

! La marche suivie jusqu’ici est aussi celle d’Osgood.

e e e et e DAY P Py e =
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A cause de la continuité, le signe de S(x) reste constant dans
Uintervalle.

De plus, a cause de (4) et de la continuité de C(z), on peut choi-
sir ¢ suflisamment petit pour que C (x) reste toujours positif dans
I'intervalle.

Soit @ un point quelconque de l'intervalle S(a) la valeur corres-
pondante de S(z).

Puisque | S(a) | << 1, on peut déterminer un angle «,

——g<a<—]—;—:,telque

S(a) = sin a .
D’apres (5), et puisque C(a) >0,
C(a):+V1—sin’a:cosa .

De (6) résulte, puisque S(z) conserve dans tout 'intervalle le
signe de sin a et que C(x) reste positif,

1 —_ cos a '
:i\/————;osa:+si11%,

et, par répétition, pour un entier positif

(2'”) — sin m) et également (2m) — cOS <2m)

Sil'on emploie successivement les équations (1) pour

a a 2a (n—1) a
o — x:;—, —

- 2/}1 ’ 2m ? e “2’"’

’

on obtient

()= (2 ()= ()

n . . ’
[.es points prs sont partout denses. A cause de la continuité, on

a donc pour tout p positif,
S(p.a)=sin(p.a), Cip.a)=cos (pa),
et comme les fonctions S(x) et sin (x), C(x) et cos (x) sont en

méme temps paires ou impaires, les relations sont vraies encore
si p est négatif.
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En faisant enfin
o

pa=x , — =

*on a, pour tout x,

(7) S(x) = sin (p.x) Clx) = éos (px) .

Une verlﬁcatlon montre que cette forme des fonctions cherchées
est non seulement nécessaire, mais encore que toute valeur de w
fournit une solution.

L.a méthode s’applique aussi a la fonetion tg (@) .

H. Scuuere (Zurich).
(Traduction de M. F. Lévy, Geneve.)

NOUVEAU PROCEDE

POUR LE

DEVELOPPEMENT DES FRACTIONS DECIMALES
PERIODIQUES SIMPLES

. . R
I. — On sait qu’une fraction proprement dite -1\—° 2 dénominateur

N premier relativement a 10, fournit un développement décimal
purement périodique. On l'obtient par division décimale de R,
par N. Nous indiquons, dans ce qui suit, un procédé beaucoup
plus simple, qui n’a pas été signalé jusqu’ici, bien qu’il soit élé-
mentaire. Il s’appuie uniquement sur I'addition et la multiplica-
tion, il est donc, quant au degré des opérations utilisées, plus
simple que le procédé habituel.

Nous supposons le dénominateur N de la forme 10m — 1, ceci

sans nuire a la généralité, car dans les 3 autres possibilités
10m + 1, 10m + 3, 10m — 3, on peut passer a la forme choisie,en

multipliant haut et bas par 9, 3 ou 7.
l.es équations suivantes traduisentle procédé usité par division:

10 — N.y
Ro N ¥, -+ R1 ,

IR =N.j +R

)

1 — N .y
OR, N.y, + R,
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