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SUR LA GENERATION DES COURBES UNICURSALES

1. — La théorie des courbes unicursales entre presque au début
dans le champ d’étude du mathématicien. La ligne droite et les
coniques fournissent des exemples courants de ces courbes.

Plusieurs des transformations géométriques les plus usuelles,
par exemple celles qui donnent les courbes inverses, les podaires,
les développées transforment les courbes unicursales en coarbes
unicursales. [l serait par conséquent utile d’avoir un exposé de
leurs propriétés qui non seulement ne dépende pas de la théorie
générale des courbes planes, mais qui au contraire soit une intro-
duction a cette théorie. C’est le but que je me propose dans cette
Note en traitant le probléme par une méthode qui admet une gé-
néralisation facile aux courbes unicursales de 'espace a trois di-
mensions ou a plus de trois dimensions.

L’étude des courbes planes du troisieme et du quatrieme degré
suffit & mettre en évidence les points principaux de la théorie.
Au détriment de la perfecfion logique jemploie des coordonnées
non homogénes et je suppose la courbe donnée par des équations
de la forme

_filt el

= T , = A= ([
- f3 ) 2 fa(t) W

ou flt) =a,t" 4+ b A S [, ; testun parametre Vauable,

les dlfferentes fonctlons / n’ont pas de facteur commun.
Cette courbe rencontrera la droite

Ax +Br +C =0
aux n points pour lesquels ¢ satisfait & 'équation
Afi(t) + Bfa(t) + Cftt) = 0 .

L.a courbe unicursale est donc généralement du nit»e degre Les
cas faisant exception sont traités dans les paragraphes suivants.

— La droite. — La droite est représentée par les équations
—ait'-}—l)i '__(lat*{’—l)g
Cagt 4 by S = ast + by

L’Enseignement mathém., 14° année 1912. 19
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BriLL avait remarqué (Math. Annalen, vol. 12) que lorsqu’on
suppose n =— 2 dans les équations (I) et que 'on considére le cas
de la conique dégénérée, elle se décompose en une droite tracée
deux fois. On peut généraliser ceci et chercher dans quels cas les
équations (1) représenteront une droite.

\

Supposons la droite exprimée en coordonnées rectangulaires
Z, y par
Ax + By +C =0 .
Nous aurons alors 'identité suivante pour ¢

AL (1) + BAt) + Ch(Y

d’ou la valeur nulle des déterminants formés avec les éléments

0,

il

H ay, by ..

o bz .. /2 . (1')‘

03 l)3 e e ]3

La réciproque est vraie; de sorte que les conditions sont néces-
saires et suflisantes.

Dans cette représentation a chaque point sur la ligne corres-
pondent n valeurs de ¢, et la courbe (dégénérée) consiste en une
ligne droite tracée n fois.

3. — Il est facile de se rendre compte qu’une courbe représentée
par les équations (I) ne peut pas dégénérer en deux courbes algé-
briques distinctes,

Dx, y) =0 et Wx, y)=0.

En effet, ces équations devraient alors pouvoir se déduire de (1)
par élimination algébrique de ¢, ce qui nécessiterait qu’elles soient
séparément vraies pour une infinité de valeurs communes de ¢,
¢’est-a-dire qu’elles possedent une infinité de points communs;
hypothése qui n’est possible que pour des courbes D—=—0c¢et P=0
non distinctes.

Par conséquent la courbe, lorsqu elle est degeneree est du mitme
degré, m étant un facteur de n, et cette courbe est unique.

Dans ce qui suit nous supposerons que les équations (I) repré-
sentent une courbe proprement dite du »n'*™° degré.

4. — Coniques. — Si nous posons

frll) = a;t* + bt 4+ ¢, , (2)
peut-on avoir I'identité en ¢

S(p t+a)f =00 3
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La condition de possibilité se traduit par quatre relations li-
néaires homogénes entre les six quantités

<]713 g, v Py 953 Pa.’ 73) )

L’identité est par conséquent possible, et si

(Pys g, ++2) s (p;,q;...)

sont deux systemes de solutions, les autres systemes sont déter-
minés par des combinaisons linéaires de ces deux.
Nous 'sommes ainsi conduits a deux identités

L4+ tM=0, L 4+ :tM=0 (%)
ol
IJ - th + ({9_:) + q3
M=px-+py—+p,; etc.

(L’équation en x, y de la conique est donc LM" — [.'M = 0).

[1 s’ensuit immédiatement la propriété projective de la conique
comme lieu de 'intersection des rayons correspondants de deux
faisceaux projectifs de droites. [.e parametre ¢t a également une in-
terprétation géométrique.

On pourrait aussi remplacer les deux systéemes de solutions

!
(yr .-2) et (pl, ...)
par deux de leurs combinaisons linéaires; mais les faisceaux ainsi

obtenus seraient les mémes et cela ne donnerait lieu a aucun ré-
sultat nouveau.

5. — Cubiques. — Nous prenons ici
felt)=apt* 4 ... + d; . (5)
Dans ce cas la supposition
Dip,t+ g )f 10 =0 6)
.dé’termine cinqg relations homogénes entre les six quantités

Prs «ox @y 3

leurs rapports admettent alors une seule solution indépendante.
Il existe par conséquent une relation
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dans laquelle

L’hypothése

déterminerait six équations entre les neuf quantités

Pys »ov Ty«

Il y a par conséquent trois systemes de solutions indépendants
et les autres systémes de solutions en sont des combinaisons li-

néaires. Nous pouvons prendre pour deux de ces systémes les va-
leurs

07p1’q1; 0,]72, (/2; elce.
et

Py 90 05 Py 4, 05 elc.
données par

L+ tM=0 et Lt + Mg =

Supposons que p’, ¢., r', etc.; soit un troisieme systéme de so-
lutions auquel correspond I'identité

L 4 M4 NE=0, (8)
dans laquelle
L = r:x -+ r;y k- r; :  ale.

Comme (8) représente une tangente a la section conique

M2 — 41N =0 ,

nous en tirons la conclusion :

La cubique peut étre envisagée comme la courbe engendrée par
le point commun a |
L+ tM=0, (9)

L+ M+ Ne=0. (10

Enfin le théoréme :

La cubique unicursale peut étre considerée comme le lieu de U'in-
tersection des rayons d’un faisceau avec les tangentes a une conigue.

Ou encore :

Etant données deux séries ponctuelles et un faisceau de droites en
correspondance projective; la droite joignant les points correspon-
dants des deux séries coupe le rayon correspondant du faisceau en
un point dont le liev est une cubique unicursale.
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6. — Le point double correspond &
L=0, M=0,

autrement ’équation
L4+tM=0

ne serait pas satisfaite pour deux valeurs de¢, condition néces-
saire pour le point double.

Le point double est donc le sommet du faisceau de droites dé-
terminé par (9). )

[’équation de la cubique, en 2 et y, s’obtient par I’élimination
de ¢ entre (9) et (10). ‘

Aux deux tangentes a la conique enveloppée par (10) corres-

pondent les droites du faisceau tangentes a la cubique passant

par le point double. Ainsi le point double a deux branches réelles,
est un rebroussement, ou un point conjugué, selon qu’il est |pris
extérieurement & la conique, sur la conique ou intérieurement a
la conique. . |

7. — Lorsque la conique enveloppée par (10) rencontre la cu-
bique, elle lui est tangente. Elle a donc généralement trois points
de contact avec la cubique.

La propriété du contact peut se prouver analytiquemeut comme
suit.

Supposons une courbe engendrée par un point satisfaisant aux

équations
O(t) = Ax + By + C =0 | (11)
W () = A’z 4+ By 4 C’ =0 (12)

dans lesquelles les coefficients sont fonctions d’un paramétre ¢
dont la variation détermine la courbe.

SmF P un point q}lelco’nque (2o, Y,) sur la courbe correspon-
dant a t=1¢, et représentée par ® =0, ¥ — 0.

[La tangente en P a la courbe est en général donnée par

| = 0 (13)

\ ! d(b
ou @ est la valeur de — bour x =2, y=y,. t=14,.

L’enveloppe de @ =0 s’obtient en éliminant ¢ entre
b =0 et b’ =0 .

Pour un point commun & la courbe et a I'enveloppe de (11)
)2 * 1< i 3 - o . . > n 3
I'équation (13) se réduit a @ =0 les deux courbes ont par consé-
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quent une tangente commune. L.a méme propriété reste vraie pour
tous les points communs a la courbe et 4 'enveloppe de (12).
8. — Les autres solutions de I'équation

Il
<

E(p ' 4 q,t+r)f (1)
donnent

L’ + Mt + N + (At + B)(L +' M) = 0

ou A et B sont des constantes arbitraires. On peut conserver le
méme faisceau et remplacer la conique enveloppe par une infinité
d’autres coniques?.

9. — Quartiques. — Supposons

fr=ea,t*+ ... +¢,,
I'identité
L(pt+q)f (=0
est alors généralement impossible. Nous reprendrons ce cas plus

loin. )
Si nous supposons

2(pkt2 +q.t+ i“k)fk(t) =0

-

des sept équations, entre les neuf quantités qui en résultent, nous
déduisons deux relations de la forme

£ 4 2M + N =0 (14)
£2L + 2M 4+ N =0 . | (15)

Toute autre relation peut étre réduite a la suivante
(L 4+ AL') 4 2¢(M + AM’) + N 4 AN" =0 ; (16)

ou A est une constante.

1 11 est facile de démontrer que si les points de la cubique correspondant aux valeurs ¢, ¢,.
t, sont en ligne droite, alors il existe une relation

F (¢, t,, t) = Attty + BE2, 2, + CE¢, 4+ D = 0

" dans laquelle A, B, C, D sont des constantes.
Si ¢ = ¢, est un point d’inflexion, c’est une racine de

A 4 3B22 4+ 3Ct 4+ D = 0 (X)

11 y a done trois inflexions et si i, 7, i3 sont les racines de (X), alors F(il, iz’ ig) =0,
de sorte que les trois inflexions sont sur une méme droite.
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(Deux équations de cette forme peuvent naturellement étre subs-
tituées aux équations (14) et (15).)
" Or les deux équations (14) et (15) représentent des tangentes
aux coniques
. M2 — LN =0 ; M2 —L'N =0 .

- On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Une courbe unicursale du quatrieme ordre peut généralement
étre engendrée par Uintersection des tangentes a deux coniques qui
sont en relation homographique l'une avec l'autre.

Ou encore: FKtant données quatre séries homographiques de
points, la droite réunissant deux points correspondants de deuz des
series coupe la ligne droite correspondante, joignant des points des
deux autres séries, en un point dont le lieu est une courbe uni-
cursale du quatrieme ordre.

10. — Points doubles. — Pour un point ordinaire (z, y) de la
courbe, les équations (14} et (15) admettent wne racine commune
en ¢; pour un point double les deux racines en ¢ sont communes.
D’ot, pour un point double, les relations

L M N
L~ MW N
Si nous représentons le rapport commun par g, I’élimination de
2 et y conduit a une cubique en ¢. Il y a par conséquent, en gé-
néral, trois points doubles.
L’équation ordinaire de la courbe du quatriéme ordre en fonc-

tion de «x et y s’obtient par I'élimination de ¢ entre les équations
(14) et (15), soit

4(MN’ — MN) (LM’ — I/M) = (NL’ — N’L}?

Oou encore
2
G L= G,

ou C;, C,, G, sont trois coniques passant par trois points com-
muns (les points doubles de la courbe du quatrieme ordre).

Nous arrivons ainsi & une autre génération connue de la courbe,
c’est-a-dire comme intersection de

C1—7\C3_0, et )\Cg—-C?,:O,

ou 4 est arbitraire.
11. — Nous savons par le § 7 que chaque conique

M2 — LN =0, M% —L'N =0
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coupe la courbe du quatriéme ordre en quatre points. Nous trou-
vons de plus ici la propriété suivante.

[es tangentes génératrices (14) et (15) peuvent Stre remplacées
par deux autres ‘du systéeme (16) dont la conique enveloppe est
donnée par |

(M 4+ AM’2 — (L + AL/)(N 4+ AN’} = 0
c’est-a-dire

M? — LN + A(2MM’ — LN’ — L'N) 4+ A*(M"? — L'N’} = 0 (18)
I.a variation de A dans (18) détermine un systéme de coniques

dont ’enveloppe est la courbe du quatrieme ordre elle-méme.
12. — Revenons au cas

S(p t+q)f,=0. (17)

Cette identité n’est pas possible, en général, et la condition de
possibilité s’exprime par ’équation

ay a; as 0 0 0 i | -
by by by a, a, das
‘ =0 .
ey €3 €
0 0 0 ey €3 €3

Il existe deux solutions pour
Z(pkt‘ +q,t+ rk)fk =0

correspondant a 'identité (17) multipliée par A¢ 4 B et qui n’en
sont pas indépendantes.
Il y a quatre solutions linéairement indépendantes relatives a

2(pkt3 +- ...)fk =0 .
Trois de celles-ci sont données par I'identité (17) multipliée par
A 4Bt + C .
LLa quatrieme est une identité distincte,
L/#5 4+ M2 4+ N't + P/ =0 .
Nous avons ainsi comme génératrices les équations

Lt 4+ M=0

(19)
L/t5 + M2 + Nt + P/ =0 |
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L’élimination de ¢ entre elles détermine une courbe du quatrieme
ordre ayant un point triple au sommet du faisceau de lignes et
donné par

L =0 ; M=0.

13. — Nous pouvons maintenant énoncer les propriétés concer-
nant les courbes d’ordres supérieurs et cela sans nouvelle dé-
monstration, les déveIOppements qui y conduisent étant suffi-
samment 1llustres par ce qui precede

Tukorkme. — Une courbe unicursale C de degré n, peut étre en-
gendrée par Uintersection des tangentes couespondantes a deux
courbes unicursales C, et C, dont la somme des classes est n.

Le cas normal pour n = 2m est celui ou chaque enveloppe géné-
ratrice est de classe m; et pour n = 2m 4 1 ot une des courbes
enveloppes est de classe m et 'autre de classe m + 1.

Ce n’est que dans des cas exceptionnels que les classes seront
respectivement m — a et m +a ou m — a et m + 1 4+ a. Les
courbes enveloppes sont dans tous les cas unicursales et on peut
également leur appliquer le méme mode de génération.

Un point de rencontre quelconque de C avee C, (ou C,) est géné-
ralement un point de contact.

14. — Espace a trois dimensions. — [.es mémes méthodes s’ap-
pliquent aux courbes unicursales dans ’espace a trois dimensions,
courbes pour lesquelles les coordonnées (z, y, z) d’'un point quel-
conque s’expriment en fonction rationnelle d’un paramétre ¢,

fi(t) (- _ (Y
falt) T falt)

(3]

La courbe est du n™° degré lorsque les fonctions f sont du nwme
degré
Pour une courbe du second degré on a 'identité

Ax +By 4+ Cz+D =0 . {20}

La courbe est alors plane, c’est une section conique.
Pour une courbe du troisiéme degré, il y a trois relations

L1 —']" tM1 o 0 5 .
IJg + tMg — 0 y (21)
143 + tMg = 0 y

correspondant & une génération projective bien connue de la cu-
bique gauche comme intersection de trois plans.
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et une troisieme relation indépendante
Ly 4 tM; 4+ 2N, = 0 . (23)
Pour la courbe du quatrieme ordre nous avons deux relations
Ly = tM; =0, L, tM,=0 (22)

[.’élimination de ¢ détermine la courbe comme intersection par-
tielle d’une surface quadrique et d'une surface cubique avec une
ligne double tracée sur la derniere, et qui est aussi une génératrice
de la quadrique *.

TuEorEME. — La courbe unicursale du n™ degré peut étre consi-
dérée comme engendrée par Uintersection des plans tangents & 3
surfaces développables pour lesquelles la somme des classes est n:

Lyt + Mg ' ... =0,
Lgtb—{—Mztb_i_{_',_:O, avec a +b-+c=n.
Tt 4+ Mt ' + ... =0,

Lorque n =<3m la classe de chaque surface sera ordinairement
m; quand n = 3m 4+ 1 elle sera respectivement m, m, m + 1
enfin elle sera m, m 4+ 1, m 4+ 1 lorsque n = 3m + 2.

15. — Espace a n dimensions. — Nous pouvons énoncer les
théorémes suivants.

I. Une courbe unicursale de degré m, m étant inférieur a n,
appartient a un espace ayant au plus m dimensions.

Il. Une courbe de degré n qui n’est pas contenue dans un espace
inferieur est nécessairement unicirsale.

On peut la considérer comme engendrée parle point commun a

111 + t;\]1 — 0
IJ2 —I— tiV]g — O

L, 4+ tM, =0

1 Le lecteur peut vérifier Vaffirmation suivante :

Il y a deux sortes de courbes unicursales du quatriéme ordre. La premiére a un point mul-
tiple et est l'intersection compléte de deux quadriques qui sont tangentes en un point de
contact.

La seconde variété ne peut étre que sur une senle quadrique et n’a pas de point multiple.

S’il y a un point multiple (x, y, z), les équations (22) doivent étre compatibles par rapport
a (x, y, z) pour deux valeurs de ¢. Par conséquent

L,=0, 5
et la quadrique

est un cone. -
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1. Une courbe de degré n -+ 1, si elle est unicursale, peut géne-
ralement éire représentée, avec un choix convenable de coordonnées

homogenes, par les équations

ox, = (t— al)"'H
pxy = (¢ a'.))n—H
n-+1

PZypy = (t — @, 44)

IV. Ure courbe unicursale du m™ degré peut étre considérée
comme engendrée par les n équations.

f o, @z, x5 ... 8) =0
fb(x1> Xg , Xg .. t):o
ete.

dans lesquelles les n fonctions f sont des fonctions linéaires des
coordonnées et sont de degrés a,; b, ¢, en t, telsquea +b 4 ... = m

Ch. Tweepie (Edimbourg).

Traduction de Mlle R. Masson (Geneve).
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