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NOUVELLE NOTE SUR LES FONCTIONS DE MESURE

Dans ma derniére Note sur les fonctions de mesure, j’indiquais
que la proposition 5 de ma Note précédente (Ens. math., 1911,
p- 388) n’impliquait nullement que @ (u, ¢) fit une fonction crois-
sante ou continye de sa premiere variable.

Voici une démonstration qui met nettement en évidence cette
indépendance.

On continuera a admettre que l'on a toujours: @(u, ¢) > u et
que ¢ est, en vertu de 'égalité @(u, v) =— w, une fonction uni-
forme de u et de w sous la seule condition que 'on ait w > «.

LesmME. 87 un nombre € de U est plus petit que des termes de la
suite {an(v) } définis par un autre nombre o de U ou si cette pro-
prieté appartient a @ (e, €), on a toujours la relation @ |a, &) > ¢,
et si & possede cette propriété par rapport a tous les nombres de U,
@ (x, & est une fonction croissante de x définie dans le champ U.

Dans le cas o 'on a #>>¢, on devra toujours, d’apres les pro-
priétés attribuées a @, avoir aussi

Dla, e) >a™> ¢,

et la premiere partie de la proposition est alors évidemment su-
perflue.

Dans le cas contraire (@ = ¢), il existera un nombre positif en-
tier n tel que 'on aura o

P00 =<9 (n41)=9¢ (1 +n=dla, ¢ (n)],

“ . 5 A 3 ) Iy .
ou n est au moins égal a 1, puisque 'on a ¢ (1) = a < «.

En outre, @ étant supposée croissante comme fonction de sa
deuxiéme variable, on déduit des relations précédentes

e < Dla, g, (n)] = Do, <) .

&

De méme, si 'on a

D(a, ) < o, (n + 1) = D[a, o(n] ,
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on devra eu égard aux propriétés maintenues a @ ainsi qu'a I’ h 7~
pothése o = ¢, avoir

o = e<cpa(n) ,

ou n est au moins égal & 1 puisque ¢ (1) = «; la condition rela-

tive a @ (e, &) implique donec celle qui est relative a .

La premiére partie de la proposition est donc bien ainsi établic
dans les deux cas qui la conditionnent.

En ce qui concerne la seconde partie, pour deux nombres x et y
(y > x) de U, on peut toujours écrvire y — @[z, z), et la partie {,
déja établie de la proposition étant applicable a4 £ en raison de
I'hypothése faite sur ce nombre, on aura @(z, & > ¢ et par suite
eu égard aux propriétés déja attribuées a D

Lnssv ey ey

Oy, e) = Dfr, B(z.)] > Pla, o) .

relation qui établit bien la seconde partie du lemme.

Soit ¢ un nombre quelconque de U et n un nombre entier po-
sitif quelconque.

Si ¢ est plus petit que tous les termes des suites définies par
certains nombres de U, 'un quelconque de ceux-ci satisfera évi-
demment a la proposition.

Dans le cas contraire, c’est-a-dirve si & est plus petit que les
termes de toute suite defime par un nombre quelconque de U (et
cette propriété s'etend alors évidemment a tous les nombres de U
plus petits que ¢), il sera justiciable, ainsi que tous les nombres
de U plus petits que lui, du lemme. Un quelconque o de ces
nombres définit toujours un nombre «, de U tel que l'on a

e = dla, o)
et, le lemme étant applicable a ¢, ¢’est-a-dire a @ (e, o), on aura
e = D(a, a) > a4 .

Le nombre « étant, d’apres une remarque déja faite, justiciable
du lemme, on pourra lui appliquer le méme procédé dans les
mémes conditions et, en peursuivant cette application sur des
nombres toujours décroissants, on pourra toujours obtenir n — 1
couples de nombres de U donnant lieu aux relations suivantes:

e = Ofa, ay) avec o, oy < €

a — P, ag avec o, ag < a
(n—3) __ A . . (n—3)

% - q”“u ! oLu—l) avec Lo %y <

Tous ces nombres sont justiciables du lemme, de sorte que,
dans le champ qu’ils déterminent pour les variables de @, celle-ci
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sera croissante comme fonction de chacune de ses variables. On
aura donc, si § désigne le plus petit des nombres o, , «,, ... @, ou,
s'ils sont égaux, un nombre plus petit que leur valeur commune,
les relations suivantes, dont I'une au moins sera une inégalité

(n—3)

?{3(2) — (I)(ﬁ’ (3) = (I)(d'n’ an—i) — ¢

¢ (3) = d [@(‘(2), HE= (I)(a('l_3), a y = 5=

n—:2x

(n — 1), 6l << P(a, o) = ¢ .

?(3(") = [?{3

Le nombre 8 satisfait ainsi & la condition posée et la proposi-
tion 5 de la premiére Note est donc bien établie avec les hypo-
theses réduites. _

l.es nombres de U qui possédent la propriéié caractéristique de
la seconde partie du lemme-sont évidemment plus petits que tous
les autres nombres de U, de sorte qu’ils forment un champ par-
ticulier, qui a pour origine «, et pour lequel la fonction @(u«, ¢) a
toutes les propriétés qui lui avaient été attribuées dans ma pre-
miére Note. On établirait facilement en outre que, si ¢ et &’ dé-
signent deux nombres appartenant a ce champ, @ (¢, &) lui appar-
tient aussi, de sorte que la fonction @ définit, dans ce champ,
une opération d’addition possédent toutes les propriétés ordi-
naires et, en particulier, la propriété archimédienne.

Il n’est a ma connaissance rien qui permette d’affirmer qu'un
continu linéaire n'admet que des métriques archimédiennes, bien
que les exemples signalés jusqu’a présent de métriques non-archi-
médiennes (notamment par M. Hilbert dans son ouvrage Grund-
lagen der Geomelrie) ne s’appliquent qu’'a des ensembles ordonnés
dont le type ordinal n’est pas celui du continu.

[l résulte bien des travaux de S. Lie que la droite n'admet
comme groupes continus a un seul paramétre ue les groupes
semblables a celui des translations'; mais il importe d’observer
que l'analyse de Sophus l.ie implique, non seulement la conti-
nuité de la variable dépendante par rapport a la variable indé-
pendante et au parametre, mais encore l'existence des dérivées
premieres, propriétés qui doivent évidemment s’étendre au groupe

paramétral représenté, dans ce qui précéde, par 1'équation

w = @(u, v). Il n’est donc pas sans intérét d’établir la propo-
sition 5 de ma premiére Note indépendamment de toute hypo-
thése sur la continuité ou la croissance de @(u, ¢) comme fonc-
tion de sa premiere variable.

‘Voir page suivante : Errata.) - G. Comsesrac (l.imoges).

v 3. Lue, Theorie der Transformations-gruppen, 3¢ vol., p. 6.
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