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ESQUISSE D'UNE TRIGONOMETRIE

DEBARRASSEE DE L'INTRUSION DES ARCS DE CERCLE

1. — L’attribution d’un caractére obligatoire a I'interven-
tion du cercle dans D'assiette des principes de la Trigono-
métrie est une vue trés ancienne, puisque les noms de sinus,
tangente, sécante, ... d’Arc sIN, ... sont portés depuis un
temps immémorial par les «lignes trigonométriques», par
leurs fonctions inverses, et ce sentiment semble toujours
fortement enraciné, car l’exhibition minutieuse du «cercle
trigonométrique » inaugure tous les livres, tous les cours
sur la matiére, et, plus haut, le nombre n, rapport de la cir-
conférence au diameétre, reste mélé intimement aux considé-
rations conduisant d'une maniére ou d’une autre & la cons-
truction des Tables.

Cependant, il ne s’agit en réalité que des angles recti-
lignes et des rapports mutuels de segments rectilignes rat-
tachés a ceux-ci par des constructions employant la régle et
I'équerre seulement, rapports dont les valeurs numériques
sont déterminées ainsi par celles des angles qu’elles déter-
minent inversement (sauf ambiguité a lever), et rien de tout
cela ne touche évidemment 4. la notion d’une figure courbe
quelconque. L’opinion dont il s’agit est donc une pure illu-
sion’, voilant comme toujours le fond des choses, ajoutant
des complications inutiles a leur exposition. D’autre part, la

! Le préjugé a dit naitre du fait, que tous les instruments destinés a la mesure physique des
angles ont pour principe la substitution a ceux-ci, d’arcs proportionnels sur un méme cercle
matériel, procédé indirect qui apporte des facilités extraordinaires a la construction de ces
instruments, comme a la lecture de leurs indications. Mais les besoins de la pratique n’ont
rien a voir a P'économie des théories. A cette occasion, d’ailleurs, il n’est pas hors de propos
de rappeler que cette application du cercle est une simple commodité, nullemenl une nécessite :
a la rigueur, on pourrait fort bien, par exemple, rapporter les angles a des échelles rectilignes
{dont les divisions seraient espacées suivant des lois convenables).
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6 CH. MERAY

Géométrie classique s’obstinait a éviter comme une souillure
la moindre allusion aux considérations trigonométriques,
se privant par la des moyens expéditifs et puissants qu’elle
y aurait souvent trouvés, et sa pruderie, son exclusivisme
archa'ique, étalent & demi couVerts, en cette circonstance, par
ce qu'il y a de laborieux et d’encombrant dans le déchiffrage
du « cercle trigonométrique », par la confusion que son em-
ploi provoque et entretient longtemps parfois, entre ses arcs
et des angles, entre des segments rectilignes en dépendance
avec lui et des rapports numériques.

Ces réflexions m'ont amené jadis 4 la conviction qu’il
était possible d’arracher la Trigonométrie a ce parasitisme
du cercle, par simple retour a la considération directe des
angles et des rapports précités, et qu’il importait de le faire
pour la simplifier et mettre ainsi ses ressources a la portée
de la Géométrie élémentaire. C’est la réforme que j’ai amor-
cée dans mon livre de 1874, que j'ai tant soit peu élargie
dans son édition de 1903! et poussée dans celle de 19062,
jusqu’aux formules pour la résolution logarithmique des
triangles, obtenues par les moyens les plus vulgaires.

Sur cette voie, ou je n’al eu a faire encore que des pas pe-
tits et peu nombreux, on peut marcher avec la méme aisance
jusqu’au bout. Je vais le montrer sommairement, présenter
notamment une. démonstration puisée a la méme source,
pour les formules générales concernant ’addition et la sous-
traction des angles, d’ou, une fois établies, le reste de la
Trigonométrie (courante) se déduit rapidement, sans diffi-
cultés spéciales.

La rectification préalable des arcs de cercle ne s’impose
pas plus impérieusement dans la recherche des relations ana-
lytiques existant entre les angles ewx-mémes et leurs rapports
trigonométriques, relations dont quelques-unes jouent déja
un trés grand role en Mathématiques spéciales (dérivées de
sin &, .... , discussion des figures rapportées a des coordon-

1 Cette innovation, je le rappelle en passant, figure parmi celles de mon ouvrage, que les
Programmes officiels de 1905 se sont appropriées. (V. Revue scientifique, n° du 24 aofit 1907.)

3 Nouveaux Eléments de Géometrie, Dijon, Paul Jobard. Mes renvois a cette édition se feront
ici par des numéros affectés d’un astérisque.
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nées polaires, etc.), ou le calcul pratique des Tables a trouvé
sa base rationnelle. Mais la question est d'un ordre plus élevé
qui jurerait avec le terre a terre des considérations suivantes.
Je la traiterai donc séparément dans un article qui suivra
bientét celui-ci.

2. — Je raisonnerai sur des figures tracées toutes dans un
méme plan; comme pour des segments rectilignes, la méme
notation sera affectée 4 un angle (figure) et a la mesure de
son amplitude rapportée a quelque unité choisie a volonté;
jusqu'au n° 9, VI (¢nf.), je ne considérerai que des angles
absolus, c'est-a-dire sans qualification positive ou négative.
Je continuerai a représenter par 90, R, @, 'angle neutre,
le replet! et le droit, liés les uns aux autres par les égalités

(1) 290 = R =& .

Et je commencerai par approprier a des amplitudes quel-
conques, les définitions d’ou je suis parti en traitant des
angles aigus ou droits seulement, au point de vue ou je
reste placé (250" et suiv.).

I. Pour tout angle AOB, de cdotés OA, OB quelconques
ainsi ‘que son amplitude x, je nommerai directeur relatif a
I'un OA de ceux-ci, le demi-plan OAd qui a pour aréte la
droite OA de ce coté et conlient, soit la totalité de l'angle
s'il est saillant (133%), soit, au cas que son amplitude atteigne
ou surpasse celle du neutre, le premier AOD, (au moins) des
angles saillants AOb,, 6,00,, ..., ;0B qui ont concouru a
sa composition (136, 1V).

Nous désignerons ensuite par m un point indéterminé de
Pautre c6té OB, pris toutefois ailleurs qu’au sommet O, par
le pied de la perpendiculaire abaissée de m sur la droite QA
du premier, puis nous considérerons les nombres am ;: Om,
Oa : Om, rapports des segments am, Oa a Om, qui sont

1 Ces deux noms que j’ai donnés aux plus petits des angles ayant pour cdtés des demi-droites
opposées dans le premier cas, confondues dans le second (I'angle nul étant excepté pour
celui-ci), ont été parfois taxés de fantaisies néologiques. Je n’en persiste pas moins a croire
tout a fait irrationnelle I’habitude courante de rapporter a I'angle droit ces amplitudes angu-
laires aux roles si importants, dont la notion est tout ce qu’il y a de plus étranger a celle de
perpendicularite. '
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toujours déterminés parce que leur dénominateur commun
Om est supposé =0, en outre visiblement indépendants de
la position de m sur OB.

II. Quand le c6té OB ne se trouve pas appliqué sur la
droite OA, le premier rapport am : Om n’est pas nul, et, en
le revétant de la qualification positive ou négative selon que
ce coté tombe ou non dans le demi-plan directeur mentionné
ci-dessus (I), on obtient une quantité (algébrique) qui est, par
définition, le sinus de I'angle considéré, se notant sin AOB.
En cas d’application, le méme nombre a pour valeur 0, qui
(considéré algébriquement toujours) est encore celle de
sin AOB.

III. Le second rapport Oa : Om revétu, soit de la qualifi-
cation positive ou négative selon que le point @ se trouve
sur le c6té OA ou sur son prolongement, soit du caractére
du zéro algébrique, quand a est en O, définit semblablement
le cosinus de notre angle et se représente par cos AOB.

IV. La mobilisation d’un dédoublement ... AOB ... du plan
de nos figures, emportant tout ce que nous y avons tracé,
puis sa réapplication sur ce plan, faite de maniere a amener
OA, OB en OB, OA respectivement, conduisent aux égalités
sin BOA ==sin AOB. cos BOA = cos AOB montrant que les
quantités visées par les définitions précédentes ne sont mo-
difiées en rien par la transposition des cotés de l'angle et
qu’on peut, en conséquence, les noter plus simplement sin .,
cOSs . |

V. Si l'on considére la demi-droite O@ perpendiculaire a
OA dans le directeur de angle AOB relatif 4 OA (I) et un
angle QOB ayant le demi-plan OQA pour directeur relatif a
O@, on apercevra immédiatement la réciprocité exprimée
. par les égalités

(2) sin AOB = cos AL OB, cos AOB = sin (L OB .

3. — Jusqu'au n° 9, VI inf., la lettre k représentera un
entier absolu en compléte indétermination (s’étendant a la
valeur 0), sous la seule condition que sa grandeur rende
possibles les soustractions éventuelles.
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Pour toutes les valeurs de x, on a les relations alternaiives

(3) sin (x + k() = cosw , —sinx, —cosx , sinx,

(4) cos (x + /i@) —sinx , — €cos X , sinx , cos X ,

quand Zcz division de k par 4 donne les restes 1, 2, 3, 0 res-
pectivement, et

(5) sin (x — k() == — cos x , — sin x , cos x , sinx ,

(6) cos (x — k()) = sinx, —cosx, —sinx, cosx,

en correspondance respective avec les mémes restes.

I. Sil'on construit un angle droit AOX, puis un angle AOB
d’amplitude x, en contiguité extérieure avec lui par le coté
commun OCL, un certain autre AOB, de directeur OA& rela-
tivement 4 OA, sera d'amplitude @ + x (136, V), et l'on
aura (2, IT, III) | -

sin (x + () = sin AOB , cos (x + (?) = cos AOB .
Les égalités (2)
sin AOB = cos L OB , cos AOB = sin @LOB-

peuvent étre récrites pour cet angle AOB et I'angle annexe
A OB défini au n° 2, V, de mémes notations et relation gra-
phique que ceux du lieu cité, et 'on a d’autre part

cos (XOB = cos LOB = cosx , sin ALOB = —sin AOB = —sinx ,

parce que les angles AOB, @ OB sont de mémes cotés OA,
OB, avec des directeurs relatifs 8 OA@ qui sont visiblement
opposés.

De tout quot, on conclut immédiatement

(7) sin (x 4+ () = cos x , cos(x—{—@":——siné,

conformément a ce que donnent pour k=1, les relatlons (3),
{4) en question.

II. L’addition successive de @, 24, ... , (k—1)0 auxan-
gles des premiers membres de (7), puis des combinaisons
immédiatement visibles des équations ainsi obtenues, con-
duisent aux formes générales de (3), (4).
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III. Finalement (I), on a sin & = sin [(x — ®) + PD] =
cos (x — @) et, de méme, cos r — — sin (x — A), c’est-a-dire

sin (¢ — () = —cos x , cos (x — (D) = sin x ,

relations d’ou 1’on passera a (5), (6) comme nous l'avons fait
a I'instant (II) de (7) a (3), (4), sauf a substituer ici la sous-
traction de @, 2@, ... aux additions de tout a 'heure.

" 4. — On notera les cas particuliers de (3), (4), (5), (6),

(8) sin (x = 490 = (— 1) sinx , cos (x =4I = (— 1)* cos x ,
(9)  sin (x += AR = sinx , cos{x+ AR) = cos x ,
que donnent le doublement et le quadruplement de I’entier &

(1)-

5. — Il faut encore remarquer les égalités

S sin (AQZ) — cos (D + t9() =0 ,

(10) "
[ cos (AIV) = sin (B + *,I0) = (— 1)k ,

conséquences de sin0=cos @ =0 (2, II, [II), de sin D =
cos 0 =1, évidemment, et des relations (8).

6. — On a ces aulres relations aliernatives
(11) sin (A(D — &) == eO8 & , sinx, —cosx , — sinx ,
(12) cos (/f@ —x)=sinx, —cosx, —sinx, cos x ,

quand la division de k par & donne les restes 1, 2, 3, 0.

I. Un angle d’amplitude (4y 4+ 1) @ = yR + @ a pour cotés
deux demi-droites OA, O&Q en perpendicularité mutuelle, et
“son directeur relatif au premier est le demi-plan OAQ. Si,
en contiguité intérieure avec cet angle par le coté 0@, on
place en QOB un second angle d’amplitude x, quelque troi-
sieme angle AOB, de directeur OAQ relatif a son coté OA.
sera l’excés du premier des précédents sur l'autre (136*, V),
savoir (4y + 1)@ — x. On en conclut

(18) sin [(4y + 1)) — x] = cos x , cos [(4y + 1)) — x] = sin x ,
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a cause des égalités (2) entre des angles notés et placés rela-
tivement comme AOB, A OB ici. '

I1. De (13) on passe a (11), (12) aussi facilement que de (7)
a (3), (4) plus haut (3, ). ~

1. — Les cas particuﬁers des formules (11), (12) qui cor-

‘respondent aux restes 1, 2, 0 sont intéressants et peuvent

s’écrire
(14) sin (AR + D — x2) = cosx , cos(AR + () —x)= sinx ,
(15) sin(AR + I — x) = sinxz , cos(kR + Il —x)=—cosx ,

(16) sin (kR + R — &) =—sinz , cos(AR + R —x)= cosx ,

8. — La considération de deux angles quelconques X,y
conduit a

(17) sin (& & y) = sin « cos y = cos x sin y

(18) cos (x = y) = cos x cos y = sin x sin y ,

ou les signes supérieurs doivent étre pris ensemble, ainsi que
les inferieurs. |

I. 1° Quand chacun des angles x, vy, x + y est compris
entre 0 et 9L exclusivement, la premiere des relations (17)
s'obtient facilement. Il existe effectivement (230%) quelque
triangle déchevétré, d’angles x, vy, 2=90 — (x 4+ y), avec
des cotés respectivement opposés «, b, ¢, pour lequel nos
définitions (2, II, I1I) mises en jeu par les moyens les plus
élémentaires donnent

c=acosy + bcosx,

¢ a b

sinz  sinx  siny ’
puis, par des combinaisons évidentes,

sin 5 = sin x cos y - sin y cos x ,
finalement, la formule en question

(19) sin (x 4 y) = sin x cos ¥ -+ sin y cos x

a cause de sin z =sin [I — (xr + y)] = sin (x + y) (15).
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2° Pour les mémes valeurs de x, y, la validité de la for-
mule (19) s’étend a toutes celles > I de leur somme corres-
pondante.

Les angles 90— x, 90 — y et leur somme R — (v + ¥y)
remplissant toutes les conditions ci-dessus (1°), on trouvera
successivement et facilement

sin (x 4 ) = — sin [R — (2 + 7] = — sin (9T — a] + (9T — y)]
= — [sin (9T — x) cos (I -— y) + cos (T — x) sin (IT — )]
— — [sin x (— cos y) + (— cos x) sia y]]

== sin x cos ¥ + cos x sin ¥ (16), (19), (15).

3° La méme formule (19) reste exacte pour x = 0 quel que
soit 'y, ou pour y =0 quel que soit x, ou bien encore pour
x+ y = I quels que soient x, y. C'est ce que montre immé-
diatement la réalisation successive de ces trois hypotheses
numériques, avec prise en considération des égalités (10)
donnant sin 0 = sinI9l =20, cos 0 = 1 et des relations (15)
comprenant, quand x + y = I, siny —sin (E)Z —x) = sin x,
cos y = cos (Il —x) = — cos x.

4° Elle subsiste pour x =x, + kIC, y =y, + 19, quandelle
a lieu pour x —=x,, y =y, . Car ces substitutions conduisent
N :

(— 1)¥+ sin (x, + ¥o) = (— 1)k sin x,(— ’l)l cos y, -+
(— 1)k cos Xy (— 1)* sin Yo (8)
ce qui est exact par hypothese.

5o Elle s’étend & toutes les valeurs de x, y. Car, si k, { et
£, n sont les quotients et les restes des divisions de x, ¥y
par 9L, opérées par défaut, elle est vraie pour x —=2¢, y =n
a cause de £ < I, n < IT (19, (29, (3°, puis, par suite (4°),
pour x =& + kI, y =0 + KIL.

II. La relation (17) avec les signes inférieurs se déduit de
Pautre reproduite séparément en (19), par I'intervention d’un
multiple de R, savoir AR, prls > y. On trouvera effective-
ment

sin (x — §) = sin (x —y 4+ A‘G{) = sin [x + (kR — ¥)]
— sin x cos (AR — y) 4 cos x sin (kR — y)

— sin x cos y — cos x sin y (9), (19}, (16)
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[II. En recourant enfin a un angle auxiliaire d’amplitude
kR 4+ @, pris > (x + y), les formules (17), maintenant éta-

blies dans tous les ecas, donneront facilement

cos (x £ y) = sin [kR + B — (x £ y)] = sin [kR + () — x) I~ 7]
— sin (AR + 0D — x) cos y I cos (kR + J) — x) sin y
= cos x cos y - sin x sin y (14), (17) ,

c'est-a-dire les relations (18) restant a établir.

9. — Les indications suivantes résument ce qui me reste
a dire. | |

I. Les diverses formules revues précédemment procurent
I’extension a toutes les valeurs du nombre x, des propriétés
de sinx, cosx mentionnées aux n® 251" et suivants, pour les
angles non > @, celle notamment des résultats de leur dis-
cussion limitée a ce premier intervalle.

II. De ces résultats combinés avec les égalités (10), on
conclut que les seules racines des équations

sine =0, sinx=—=+4+1, sinx—=—1,

cosx =0, cosx=+1, cosx=—1,

sont les nombres inscrits dans les cases correspondantes du
Tableau semblable

KT, B + kR, @+ 90+ iR,

20
. @+, R, I+ IR,

III. On discutera et résoudra comme il suit les equauons
numériques '

(21) sinx =8, cosx—c,

‘dont les seconds membres sont des quantltes algébriques
données.

1° 8| > 1. La discussion de sinz (I) montre que la pre-
miere est impossible.

2°8=0, + 1, — 1. Les racines de la méme équation ont
été données dans les-cases correspondantes du Tableau (20).

3° 0 <[8| < 1. La construction graphique d’un triangle
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rectangle Oam (2, I, II) ot le rapport d'un c6té am de I'angle
droit & 'hypoténuse Om =8| est possible (244", III) et pro-
cure, par l'angle opposé a ce coté am, ou par cet angle aug-
menté de I, selon que s =0 (8), une racine ¢ de cette équa-
tion, dont I'intervention améne celle-ci sous la forme

(sin x — sin o =) 2sinx;ccosx;—6:0 (17), (18),

la décompose ainsl en ces deux autres

X — G x
— 0, cot
2

¢
2 0,
qui viennent d’étre résolues (11).

4° Kt pareillement pour la seconde des équations (21).

IV. On ferala théorie de tang #, cos x dans le méme ordre
d’idées, en prenant pour définitions les formules

(22) tang x — Sih % , €O0s x — C?S x ,
CcOos xX sin X
qui trouvent dans la figure expliquée au n° 2 des représen-
tations géométriques évidentes; et, par de simples calculs,
on développera les conséquences de leurs combinaisons va-
riées avec celles qui expriment les propriétés de sin x, cos x
(3 et suw.).

V. Les signes sécx, coséc x ne sont a mentionner qu’en
passant, par la commodité accidentelle, mais bien rare et
minime, de leur substitution 4 1 : cosx, 1 : sin .

VI. Les quantités sinx, coswx, tangx, cot.x, considérées
comme des fonctions du nombre x, se trouvent actuellement
définies pour toutes les valeurs (absolues) de celui-ci. Ces
définitions s’étendent immédiatement aux valeurs qualifiées
de x (positives, négatives), par les conventions suivantes.
Aprés avoir représenté par 4 £, —& comme d’habitude, la
quantité absolue quelconque & revétue successivement du
caractére positif et du négatif, il suffira de poser

sin (&)= 4 sink . cos (= —cos &,
dotr (22)
tang (7 E) = + tangf , cot (= E) = = cot £ .
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Par une revue rapide de toutes nos formules antérieures,
on constatera bien facilement la persistance de leur validité
dans ces circonstances comportant meéme des valeurs et qua-
lifications quelconques données aux multiplicateurs entiers
tels que £.

Et occasion sera particuliérement convenable pour faire
ressortir les commodités procurées par l'imposition de la
qualification positive ou négative aux mesures des angles
qui, dans un plan commun, sont dirigés, soit dans quelque
méme sens giratoire, soit dans le sens opposé (155%).

(On peut opérer cette extension des le début et la pour-
suivre au fur et a mesure de l’entrée de nos formules en
scéne, et ceci les simplifierait un peu, en les généralisant du
coup. Mais il n'y aurait pas d’'inconvénients a la passer sous
silence, car elle ne commence qu’en mathématiques spé-
ciales a étre réellement utile, les signes sin, cos, ... qui
concourent a la solution des équations élémentaires (figures
algébrigues) ne portent pour ainsi dire jamais que sur des
angles absolus, méme saillants.)

VII. Comme pour le calcul de = et des logarithmes aupa-
ravant, les détails donnés dans l'enseignement secondaire
sur la construction des Tables trigonométriques, sont inutiles
a tous les points de vue, éducatif et autres, autant qu’ils sont
arides et fastidieux, méme trompeurs. Car les procédés sur
lesquels les éléves sont ainsi condamnés & palir sont de
pures fantaisies, sans intérét historique, et ils ne donnent
pas la morndre idée de la méthode rationnelle qui a été réel-
lement appliquée, qu’approfondiront, avec fruit cette fois,
les sujets appelés & des études mathématiques un peu plus
élevées. Ce serait bien assez de montrer en irés peu de mots,
chose des plus faciles, la possibilité de calculs de ce genre,
en théorie seulement, c'est-a-dire abstraction faite de leur
valeur pratique et de la maniére de les conduire pour s’as-
surer une approximation de degré donné.

Ici, Pemploi des formules

sin % — 1 — cos x osE 1+ cosx
2 2 g = 2 ’

o

N
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réitéré a partir de x — (@ (cas ol cos @ — 0 est connu) jus-
qua x = @ : 2" et complété par des considérations tres
simples, ne ferait intervenir que des extractions de racines
carrées (avec des opérations entiéres) dans la construction
théorique, pour des angles échelonnés entre 0 et @ de 3 : 2n
en () : 2", c'est-a-dire par degrés de petitesse arbitraire,
d’une Table de sinus et cosinus naturels, immédiatement
extensible aux tangentes et cotangentes des mémes angles.
A quoi, l'on ajouterait 'indication des parties proportionnelles
pour le passage a d’autres angles, a ceux en particulier qui
proviennent de la division sexagésimale ou décimale de
I'angle droit.

Cet expédient didactique n’a pas pour principe, comme
celui des cours, une idée aussi étrange que celle de ratta-
cher le calcul préalable des rapports trigonométriques d’un
angle tres petit a la métrique des lignes courbes, parfois des
aires, et, tout compte fait, son exposition se ferait en quelques
minutes, le monceau des calculs nécessaires a sa mise en
nombres (si 'on pouvait y songer) serait sans doute bien
moins pesant. Mais il serait infiniment plus sage d’émonder
I'enseignement de toutes les questions aussi oiseuses et rebu-

- tantes que celle-ci.

Ch. M£ray (Dijon).
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