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34 Y. SAWAYAMA

Pangle EPF, il sera aussi a I'intérieur de 1'angle YPZ ; donc Y/I>Z
— [angle inscrit dans seg. PRY 4 angle inscrit dans seg. PQZ]
O A\ 2\ N A

— YCI 4+ XBI = YXI + ZXI = YXZ.

Le point L. est donc aussi sur le cercle XYZ.

Enfin, les deux cercles A’ B’ C’, XYZ qui ont un point commun
L, comme on vient de voir, se toucheront en ce méme point.

En effet, soient N le centre du cercle A" B’ C’ et O celui du
cercle PYR c’est-a-dire le point milieu de YM ; je joins chacun de
ces points aux points E et L, jaurai :

AN\ 7%,
OEM — OME , OM est paralléle a IB

donc
AN\ 2\ N\ 1 /N /N
OEB — IBE et IBE::g(C———A)
mais
AN A /N
C =AB’'C’, A—=DBEC
par suite
AN\ 1 A\ 1 /N
1 E:§ B’C'E:§NEB.

Donc, la droite OE divise 'angle NEB en deux parties égales et
on a la suite d’égalités :

/N /\\ N\
NLO — NEO — OEB —

>

7\ VAN
E—=1Y0O = ILO .

fa—
o]

La derniére égalité N/ﬂO — I/L\O qui montre que les trois points
N, I, L sont en ligne droite prouve en méme temps que les deux
cercles A’'B'C’, XYZ sont bien tangents au point L.

Je viens de démontrer le théoréme dans le cas du cercle inscrit,
en supposant que I'angle A soit plus petit que les angles B et C.

. Mais, en supprimant cette hypothése et en prenant pour cercle

XYZ le cercle exinscrit, on pourra faire la démonstration d’une
facon presque entiérement analogue; le théoréme est donc dé-
montré. :

Corollaire. — Les trois cercles QXR, RYP, PZQ se coupent en
un méme point.

3¢ Démonstration.

ITI. — Soient D, E, F les pieds des perpendiculaires menées
respectivement des sommets A, B, C du triangle aux cétés oppo-
sés (fig. 2).

Prenons sur le c6té AC de 'angle A, AK — AB et appelons J le
point de rencontre ave¢c BK de la bissectrice de ’angle A. -
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Les points C’, J, A’ étant respectivement les milieux de BA,
BK, BC sont situés sur une méme draite parallele a AC.

I.es deux points E, F se trouvent sur une méme circonférence
gui.a BC pour diametre, les deux cordes A'E, A’F du cercle
A’'B"C*sent donc égales; par suite C'J divise I'angle BC'E en
deux parties égales. | ’ _

Il en résulte que le point J est le centre du cercle exinscrit au
triangle AC'E, compris dans ’angle A et que le second point de

A

T

K

Fig. 2.

rencontre a de EJ avec le cercle A’B'C’ est le milieu de Varc
B’A'C'. '

Supposons pour le moment que le cercle XYZ soit le cercleins-
crit et que les grandeurs de trois angles du triangle soient dans
Yordre suivant : *

VAN VAN
B>ASTC.

Soient M le milieu de I'arc EA’C’ et L le second point de ren-
contre de MJ avec la circonférence A’B’C’.
Puisque

on a
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et comme

N\ 1. A\
C’Ea = 3 (2 droits — C'A’B") = % B +C)

on a :
N\ N\ A\
C’B’A’ > C/LM > C’Eu .
Donc le point M se trouve sur 'axe A’e et par suite L. se trouve
sur 'are C'E.
Soient $ le milieu de ’arc conjugué de ’arc B’A’E et y le milieu

de I'arc conjugué de I’'arc C’'A’F et soient Y’ et Z’ les points de
rencontre respectifs de L3, L.y avec AC, AB, on a:

N A\ o
JLY = JLE — BLE ,
par suite 'angle JLY' est mesuré par

arc B'A’C’ ,

ro| =

1 . oY 1 ~ r
5 arc EA’C — 5 are EB" =
c’est-a-dire est égal a 'angle JEY’; ce qui prouve que le quadri-
latére JLEY’ est inscriptible a un cercle.

De méme, le quadrilatere JI.C'Z’ est inscriptible.

Done

2N A~ N\ N
JYC=JLE , JLC =JZ'B,
les deux triangles AJY’, AJZ’ sont par suite égaux; d’ou l'on a :
AY' = AZ’ .

Si donc on décrivait un cercle ayant son centre I sur AJ et tan-
gent en Y’ a AC, ce cercle serait nécessairement tangent en 7' &
AB. .

Or, puisque la différence des angles inscrits qui interceptent,
les arcs fA’y et Ly est égal a la différence des angles qui inter-
ceptent les arcs FA'B’ et C'LE c’est-a-dire a I'angle A et que la
somme des premiers angles est égale a deux droits, on a :

) A
Ly = 1 droit 4 g

ce qui montre que le cercle I passe par le point L.
Le point de contact Y’ du cercle ] avec la sécante EB’ du cercle
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A’B'C’, le point de rencontre de ces deux cercles et le milieu 8 de
I'arc EB’ étant ainsi situés sur une méme droite, ces deux cercles
se touchent au point L.

Il nous reste a prouver que le cercle I est le cercle inscrit au
triangle ABC.

Or, chacun des angles IY’K, IJK étant droit, le gquadrilatere
JIY'K est inscriptible, on a donc : »

A N\ A\ AN
IKY = IJY = EJY 4+ AJE ;

mais les quatre points E, L, J, Y’ étant sur une méme circonfé-
rence, on a : : ‘
A\ N\ AN\ 1 ./
EJY = ELY’ = EL8 = o) EC’B’
et J étant le centre du cercle exinscrit au triangle AC'E :

AN 4 oA
AJE::§AC’E,

donc
AN, 1 AN AN AN 1 /N
KY = 5 (EC'B’ + ACE) = 5 AC'B’ = 5 B
D’ailleurs,
A\ A A A
IKY = IBA , donc IBA = 5 B,

Le point [ est donc bien le centre du cercle inscrit au triangle
ABC.

On a pu ainsi démontrer que le cercle des neuf points d’un tri-
angle est tangent au cercle inscrit. -

Si, au lieu de supposer B > A > C comme je viens de faire, on

suppose seulement/B\>/6 et qu’a la place de M, 8, y, on mette
les points diamétralement opposés, on pourra démontrer d’une
facon presque analogue que le cercle A’ B’ C’ est tangent au cercle
exinscrit dans 'angle A.

I.e théoreme est donc démontré.

Corollaire. — Le point J est le centre du cercle exinscrit au tri-

angle AC'E.

4¢ Démonstration.

IV. — Appelons O le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC, H l'orthocentre de ce triangle, N le centre du cercle A’'B’'C’
et I le centre du cercle XYZ. (Si le cercle XYZ est le cercle exins-
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