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SUR LES FONCTIONS SYNECTIQUES

~ L’objet de cette Note est de mettre en évidence une inter-
prétation géométrique, ressortissant a la Géométrie réglée,
des relations qui caractérisent les fonctions synectiques.
Etant donné un systéme d’axes rectangulaires O(x, v, 2), de
chaque point m de coordonnées x, y, dans le plan Oxy, est
supposée partir une droite d de cosinus directeurs p,, ps, py:

P1:?COSU+Qsi116,
Pz:PSille'—'QCOSO,
p=V1I—P—Q;

P et Q, dans ces formules, sont deux fonctions, quelconques
pour l'instant, des variables x et 7; quant & 6, c’est un pa-
rametre constant et quelconque.

Les droites d ainsi définies constituent, pour des fonc-
tions P et Q données et pour chaque valeur du parameétre 6,
une congruence de droites; lorsque # varie, la congruence
précédente se déforme en engendrant un complexe de droi-
tes; ce complexe peut étre défini indépendamment de la con-
sidération des congruences : il est constitué par les généra-
trices de cones de révolution de sommets situés dans une
région du plan Oxy, d'axes paralléles a Oz, el dont les demi-
angles V aux sommels sont déterminés par la formule

sin? V. —= P?* + Q% .

Le parameétre § ayant une valeur fixée, la congruence qui
lui correspond n’est pas une congrience de normales, dans
le cas général ot les fonctions P et Q sont quelconques, Pour
qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 'expression

pidx 4 pady ﬂ
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soit une différentielle exacte, ce (ui entraine la condition

Opr __Opx __
oy ox

c’est-a-dire

(EE + EE) cos 0 + (9-(—2 —_ O—[—> sinf —= 0 .
oy o : ox

Cette derniére relation est identiquement vérifiée quel que
soit @, lorsque P et () sont liées par les conditions simul-
tanées.

P aQ  oP _ 0Q
ox Ty ox

et dans ce cas seulement. 1l en résulte donc que la condition
nécessaire et suffisante pour que la congruence des droites d
sott une congruence de normales, pour toutes valeurs du pa-
rametre 0, est que P et Q soitent deux fonctions synectiques.
En d’autres termes, P + {Q doit étre fonction de la variable
complexe z = x + y.

Telle est la propriété qui constitue une interprétation géo-
métrique des relations qui lient les fonctions synectiques.
Je terminerai cette Note par une propriété du complexe des
droites d.

Soit

P+ iQ = fl7) :

le complexe peut étre envisagé comme défini par les géné-
ratrices du cone de révolution, de sommets situés dans Oxy.
d’axes paralléles a Oz, de demi-angles aux sommets déter-
minés par la formule

sin V.= |f(z)] ;

le point m est assujetti a 'unique condition d’appartenir a
la région du plan Oxy pour laquelle le module de la fonc-
tion f(z) est inférieur a l'unité. D’apres ce qui précéde, le
complexe est engendré par une congruence de normales
variable qui dépend d'un parametre; d'un théoreme de
M. DarBovux, il résulte donc que toutes les congruences de
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normales qui appartiennent a ce complexe, sont détermina-
bles immédiatement, sans introduction de quadratures au-
tres que celles qui pourraient fignrer dans I’équation des
surfaces trajectoires orthogonales des droites de la con-
gruence associée au parametre 6.

Quant a ces derniéres surfaces, il est aisé de les déter-
miner. Soit M le point d’incidence de la normale d sur une
des surfaces trajectoires, et soient X; Y, Z les coordonnées

de ce point M; en introduisant la distance M = A inconnue
et a déterminer, onm a '

X=ax 4+, Y=y+ips, Z=0Np;
en ulilisant la relation

p1dX +ip2dY + psdZ =0 ,
il vient :
— di = (Pdx — Qdy) cos 6§ 4 (Qdx 4+ Pdy) sin § ;

de cetle relation résulte I'expression de )
2N = — g e“ief/'(z)d: + eiej1f(zo)dz0 § + comst ,

dans laquelle z, désigne la variable complexe conjugudée
de z; la distance 1 est donc définie par la formule

A == — partie réelle de [e—_ie o(z)] + const ,
en introduisant la nouvelle fonction de variable complexe
os) = e~ f fizyds

afin de faire disparaitre tout signe d'intégration dans les for-
mules finales. |
E. Turrikre (Alencon).
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