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On peut se proposer de calculer I'intégrale au dénomina-
teur de 4, — « qui est la masse magnétique totale positive
ou négative. En intégrant par rapport au filet entre ses deux
extrémités, on aura, comme dans ce qui précede,

av
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lo — ly étant la longueur du filet compris entre 'entrée et la
sortie du volume aimanté, expression qu’il faudra intégrer
par rapport a la surface totale du corps, et dans laquelle
lo — ly, est une fonction du point de la surface auquel se
rapporte ’élément de surface ds. '

Dans le cas de la sphere on a, ¢ étant I'angle du rayon vec-
teur avec l'axe,

v
_A%“PCOSO la — low = R cos 0, ds == R? sin 0d0do

et I'intégrale pour la demi-sphére est bien,

.. pE LA Rive (Geneve).

| PROBLEMES RELATIFS
A LA PROJECTION AZIMUTALE EQUIVALENTE
DE LAMBERT ! |

I

La projection azimutale équivalente de Lambert, imaginée
par ce dernier en 1772, trouve de plus en plus son emploi
lorsqu’on se propose de représenter des portions d'une cer-
taine étendue de la surface du globe terrestre?.

! Les principaux résultats de ce travail ont fait I'objet d’une conférence de Vauteur, tenue le
10 octobre 1909, a la Société suisse des Professeurs de mathématiques.

* Voir Encyklopdidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. VI, 1, A.

LaMBurt, Beitrage zum Gebrauche der Mathematik. 111. Teil, p. 105, Bexhn 1772.

BRANDF\:B!«‘RGFR, Ueber Lamberts flichentrene Azimutalprojektion. (Vaerteéjahlsschrift der
naturforschenden Gesellschaft Zirvich, Jahrg. 54, S. 436-448, 1909.)




108 C. BRANDENBERGER

Dans ce qui suit je donnerai tout d’abord une méthode
simple permettant de construire la projection de Lambert P*
d’'un point P, dont on connait la longitude et la latitude.
C’est une application trés simple des procédés élémentaires
de la géométrie descriptive. |

Soit O le centre du tracé, c’est-a-dire le point central du
domaine dont on se propose d’établir la carte. Par O faisons

JZy 7.

passer un systéme d’axes cartésiens rectangulaires. Oz aura
la direction de la verticale en O, cette direction étant consi-
dérée comme positive lorsqu'on s’éloigne du centre de la
terre. Le plan xOy est le plan tangent a la spheére terrestre
en O. C’est sur ce plan aussi que s’effectuera la projection de
Lambert du domaine a représenter. Ox sera la tangente au

parallele passant par O, sa direction positive étant celle de

I’Ouest vers 'Est, Oy la tangente au méridien de O, sa di-
rection positive étant celle du Sud au Nord.

M (fig. 1) représente le centre de la terre, NS la ligne des
poles. Sur la sphére les latitudes seront comptées, selon

oo e

e
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I'usage, a partir de ’équateur (e), tandis que les longitudes
se compteront a partir du méridien m du lieu O. \

La projection de Lambert P* d’un point P de la sphere ter-
restre peut se définir comme suit :

l\y

W,

Figs.

1° P* se trouve sur la trace OP* du demi-plan (P, z) sur le
plan horizontal x0y.

2° On a OP* = OP, cette derniere distance OP étant,;mesu-
rée le long de la corde qui relie O a P.

La totalité de la sphere terrestre est de la sorle représen-
tée dans le plan #Oy a l'intérieur d’un cercle Q* de centre
O et de rayon égal au double de la longueur qui représente
le rayon terrestre (fig. 2). Le grand cercle horizontal % (fig.
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2, 3 et 4) partage la sphére en deux hémispheres; 'un (20)
correspond-a l'intérieur du cercle 2" de rayon égal a V2,
Pautre (2Q) a l'intérieur des deux cercles 2* et Q*. Au seul
point Q, c’est-a-dire au point antipode de O correspond comme
projection de Lambert le cercle Q* de rayon égal a 2.

Pour déterminer maintenant le point P* dans le plan 2Oy
nous ferons usage de projections orthogonales. |

Les plans xOy et yOz sont respectivement plan horizon-
tal et plan vertical de projection. Oy représente la ligne de
terre, placée verticalement dans I'épure (fig. 2).

Sur le plan vertical la sphere se projette orthogonalement,
le méridien m de O suivant un cercle tangent a Oy, 1'équa-
teur et les paralléles suivant des droites qui font avec Oz un
angle g, , ou o, représente la latitude du point O. La projec-
tion de ’équateur est le diamétre e”, celle du parallele pas-
sanl par P la corde p”. La projection P” de P elle-méme s’ob-
tient par rabattement sur le plan vertical du parallele p pas-
sant par P. L’angle AMB est égal a la latitude ¢ du point P.

[p] est le paralléle rabattu, sur lequel on a porté l'arc
A[P] =1, ou 1 est la longitude de P. [P] est le rabattement,
P” la projection orthogonale de P sur le plan vertical. Pour
avoir la projection horizontale P' de P on mene la ligne de
rappel P” P, sur laquelle on porte P, P’ = P”[P]. La trace ho-
rizontale du demi-plan (P, 2), qui contient le point P* est la
demi-droite OP’. D’apres 2° la distance OP* est égale a la
corde OP, dont la vraie grandeur se trouve par une rota-
tion autour de Oz (OP = OP, = OP*). — Clest ainsi qu’on
peut obtenir la projection de Lambert d'un point quelconque
de la sphére au moyen de projections orthogonales. |

11

Dans les figures 3 et 4 on a représenté les paralléles 0°,
-+ 30°, #+ 60°, + 90°, et les méridiens 0, 4 30°, + 60°,
T+ 90°, = 120°, == 150°, + 180°. |

En ramenant dans le plan de I’équateur les différents pa-
ralleles, la construction se simplifie.

Comme pratiquement seul 'hémispheére (OA) est a repré-
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senter, la carte s’obtienl avec exactitude. Des sections défa-
vorables de lignes entre elles ne se présentent pour aucun
hémisphére, mais dans le second, Ok, on peut avoir a join-
dre des points trés rapprochés.

Le centre du tracé, fig. 4, est un point de U'équateur.

Si 'on désigne par A* (fig. 4) le point d’intersection de
I'image p* d'un paralléle quelconque de latitude ¢, avec
I'image 4" du méridien de longitude égale a 90° ; il est
facile de voir que la droite OA” est tangente a p* en A*. Au-
trement dit 2" est coupé orthogonalement par I'image p* de
n'importe quel parallele. L’équation de p* en coordonnées
polaires (¢, u) est en effet?

92:2(1+‘/COS2@_COSZ

s u

Comme pour u = ¢ les deux valeurs que prend p sont
égales entre elles, la droite OA* est bien tangente a p*. Dans
la figure cette droite tangente a été construite pour ¢ = 60°.

A deux méridiens symétriqnes par rapport au méridien de
O correspond comme image une courbe unique du quatrieme
degré,

(x* + 92 by (2? 4 y? sin? k) 4+ &sin*A = 0
admettant N* et S* comme points doubles, fig. 4. De cette
équation on déduit immédiatement les angles w que les tan-
gentes en ces points forment avec Ox (ou N"x’). On a par
exemple pour N* :

1
tgw — g)«:i—z-tg(ﬁmo——)\).

[\Dl»-é-

Si donc BD (fig. 4) est égal a la tangente trigonométrique de
'angle (90° — 3), BD = %BD sera la tangente trigonomé-
“trique de la direction w. (Cercle trigonométrique autour
de N*.)

I11

La projection de Lambert d’'un cercle quelconque de la
sphére est un ovale faisant partie d’'une courbe du quatriéme

1 Cf. FioRrINI : Le projezioni delle carte geografiche, Bologna 1881, ou BRANDENBERGER, loc.
cit.
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degré. La courbe entiére se compose de celui-ci et d'un autre
qui lui est symétrique par rapport a O. Le second correspond
d’ailleurs & un autre cercle de la sphere, qui est symétrique
au premier par rapport a un certain plan passant par Oz

La quadrature de ces ovales conduit a d’intéressantes appli-
cations du Calcul intégral. Les résultats sont simples et I'on
peut trouver de nombreux exemples ou ils seront indépen-
dants des coeflicients de 'équation, si 'on suppose, comme
on I'a fait plus haut, R = 1. On peut les obtenir aussi par
voie géométriqud, car la projection de Lambert est, comme
on sait, une projection équivalente?

Voici quelques exemples de quadratures pour lesquels il
estavantageux d'introduire les coordonnées polaires. Comme
on l'a dit, les courbes comprennent toujours deux ovales de
forme identique. Il ne s’agit jamais que de levalmhon de
I'aire de 'un d’eux.

1. Soit la courbe

(2® 4+ 9% — &) (2 + ¥ sin® }) + 2 sin® A =0 ,

-~

qui est I'image (fig. 4) d'un méridien de longitude ). L’aire
de 'un des ovales est indépendante de } et égale a 2r.
2. La courbe
(x* 4+ 2% — 4)3? ++ 4 sin¥p = 0

correspond (fig. 4) a un paralléle de latitude ¢. L’aire de la
calotte sphérique située au nord de ce paralléle est égale
a 2n(l — sin 9). Il en est par conséquent de méme pour 1’un
des ovales deé la courbe.
3. L'équation de l'image (fig. 3) d'un paralléele de latitude o
est:

{ (2% 4~ y*Isin 9, + 2(sin ¢ — sin o) %2 + 2% cos? g (2 + 12 — 4) = 0 .

La surface d'un de ces ovales est 2z(1 — sin ®). ¢, n'inter-
\«1ent pas dans le résultat. |
4. Un ovale de la courbe

4 0% — 2)2 cos? 9, 4 (¥ 4 )? — ) (x cotg X 4 y sin 9,2 = 0

1 Cf. BRANDENBRRGER, loc. cit.
Voir p. ex. : GurMAIN, Traité des Projections des Cartes geographiques. Paris,
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est d’aire égale a 2n. Cet ovale est l'image d’un méridien

(fig. 3) et partage en deux parties égales l'intérieur du -

cercle Q.
5. Soit enfin a et b deux quantités réelles quelconques.
L'un des ovales de la courbe

@2 (a? 4 ) — 2 4 (a¥ + b2y (a? 4§ — &) = 0

peut étire envisagé comme image d’'un certain grand cercle
de la sphére. On verra facilement que l'aire de l'ovale est
encore égale a 2x.

C. BRANDENBERGER (Zurich).:

SUR QUELQUES EXEMPLES MATHEMATIQUES
DANS LES SCIENCES NATURELLES'

L’observation de la nature fournit de remarquables exem-
ples dans lesquels interviennent les considérations mathé-
matiques les plus diverses.

1. — Ainsi, en examinant le mouvement des glaciers de
conformation normale, on apercoit immédiatement les lignes
indiquant la direction du courant et les crevasses glaciaires
qui forment au point de vue mathémalique un systeme de
trajectoires orthogonales comme on s’en rend compte dans
la fig. 1. Les crevasses représentent ici d’'une part les lignes
d’égale vitesse et de I'autre les lignes de tension maximum.

Dans le mouvement des glaciers, nous sommes donc en
présence d’une combinaison de lignes de courant et de lignes
de tension. Les lignes de tension s’expliqueront de la facon
la plus simple par l'involution projective des lignes de sec-
tion et de tension dans un milieu tendu 2. Dans toute involu-

! Extrait de la Conférence faite par M. Arn. EmcH (Soleure), a ’'assemblée annuelle de la
Soc. suisse des professeurs de mathématiques, tenue a Soleure le 10 oct. 1909. Einige mathem.
u. mechanische Betrachtungen in der Natur. — Traduction de J.-P. DumuR, Genéve.

2 RITTER, Graphische Statik 1. B., 128-134.
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