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212 E. TURRIERE
d’ou I'on déduit, en désignant par &£ une constante arbi-
traire :
du\?
1 T2y (22 QT
n+m () +we=r

ou bien _
du dt

YR —w T YT T

et encore
. 14 - . dt (‘]t
arc cosz_f‘/m ,  — k cos f‘/m (9)

Finalement, en vertu des formules (8) et (9), on trouve

1
tglo — &) = (1+12 f—‘~
et puisque l'intégrale écrite dans celte derniere équation
comporte un lerme arbitraire, c’est bien la I'intégrale géné-
rale de I'équation (7). ,
V. Jamer (Marseille).

SUR DES APPLICATIONS GEOMETRIQUES
DE L’EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR
ET DE L’EQUATION DES TELEGRAPHISTES

1. — On connait des exemples de questions de Géométrie
qui dépendent d’équations aux dérivées partielles du second
ordre réductibles a de certaines équations de la Physique
mathématique. C’est -ainsi que la détermination des surfaces
dont les asymptotiques se projettent sur un plan donné, sui-
vant des courbes données (probléme qui a été étudié par di-
vers géometres, par MM. K®niGs,; Biocug, etc.), a été rame-
née, dans des cas particuliers, 4 'équation du mouvement
de la chaleur dans un espace a une dimension; BiancHI a éta-
bli, pour la premiére fois, que les surfaces dont les asymplo-
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tiques d’un systéme se projettent sur un plan donné suivant
des circonférences concentriques, dépendent de cette équa-
tion; ce théoréme a été étendu par M. BunL, dans un Mé-
moire inséré au Bulletin de la Société mathématique de 1903,
aux courbes intégrales de I'équation différentielle

dans laquelle P et Q sont des fonctions linéaires de x et
de y. '

Outre 'intérét de pure curiosité que peuvent présenter de
tels résultats, il est possible de tirer profit de nombreux tra-
vaux relatifs aux équations de la Physique mathématique,
d’utiliser, par exemple, les intégrales qui en ont été indi-
quées.

2. — Dans un de ses Mémoires, BoNNET annonca qu’il étu-
dierait ultérieurement les surfaces qui admettent des hélices
pour lignes asymptotiques; cependant aucun iravail ne fut
publié sur cette question importante et délicate, dont on ne
connait que de rares solutions (surface minima d’Enneper).
— En observant que, si une hélice est une asymptotique
d’'une surface, cette courbe est une ligne de plus grande
pente de la surface pour une orientation donnée, et que,
réciproquement, s1 une asymptotique est ligne de plus
grande pente d'une surface elle est aussi une hélice, jai été
conduit & déterminer les surfaces (S) dont les lignes de plus
grande pente sont des asymptoliques. Ces surfaces (S) pré-
sentent une particularité inléressante : les hélices qui cons-
tituent une famille d’asymptotiques ont toutes la méme droite
directrice.

Soit un systeme d’axes rectangulaires Ox, Oy et Oz, ce
dernier étant vertical. Les équations respectives des lignes
de plus grande pente et des asymptotiques étant

pdy — qdx = 0,
rdx® + 2sdxdy + tdy* =0,
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Iéquation des surfaces (S) est

p°r 4 2pgs + ¢*t = 0;
cette équation et 1'équation

yir — 2xys + 2% =0

des surfaces dont les asymplotiques d’un systéme sont si-
tuées sur des cylindres de révolution autour de Oz, se cor-
respondent par la transformation de Legendre. Il en résulte
une propriété immédiate des développables circonscrites
aux surfaces (S) le long des lignes de plus grande pente ; il en
résulte aussi, ce qui nous intéresse davantage, que la déter-
mination des surfaces (S) est réductible a lUintégration de
Uéquation du mouvement de la chaleur, en vertu du théo-
reme de BrancHr.

3. — Considérons alors une surface quelconque, non dé-
veloppable, enveloppée par le plan

x cos ¢ cos Y 4 y cos osind 4 zsin o = 73 ;

o désigne la distance de 'origine O au plan tangent; c’estune
fonction de la longitude ¢ et de la latitude ¢ de I'image sphé-
rique du point de contact, dans la représentation sphérique
de Gauss.

Dans cette représentation tangentielle, I’équation différen-
tielle des images sphériques des lignes de plus grande pente
est

D’dg + D"d$ = 0,
et celle des images des asymptotiques est

Ddg* + 2D’dedy + D"dd? = 0 ;

D, D' D" sont les déterminants de Gauss (notations de Bian-
chi); leurs expressions sont

D =n+r,
D =qtge + s,

n __ 2 : 3
D" = cos® ¢ — p sin ¢ cos © +




APPLICATIONS GEOMETRIQUES 215

P, ¢, 1, s, ¢t désignant les dérivées de ¢ par rapporl a o
et & ¢. | ‘

En excluant le cas de dégénérescence tangentielle de la sur-
face en une courbe, pour lequel DD” — D’? est nul, on voit
que les surfaces (S) sont caractérisées par 1’équation D” = 0.
Les images sphériques des asymptotiques qui sont lignes de
plus grande pente sont les paralléles de la sphére. En d’au-
tres termes, en adoptant la dénomination de MiINDING, ces
asymplotiques sont les paralleles de la surface (S).

L’équation D” = 0 est une équation du second ordre
(qu'une transformation fort simple rameéene a l'équation du
mouvement de ia chaleur: Posons en effet

u=—1log(tge), ®W= Vsino;

D, D', D" deviennent en général
bl

, 1 d AR
D = .—<V—}—~—>,
sin © cos® o 0uU ou
1 0 AY
D" = — . = {V+ oy :
cos ¢ 0 du
A%

. ) N2 V
D" = sin o . U;—E—- J
‘ og? du

l’expression

qui figure dans D et D' n’est autre, d’ailleurs, que la cote
du point de contact du plan avec la surface enveloppée. Sous
la forme précédente, il est évident que 1'équation D" = 0
n’est autre que l'équation

oV 2V

du T ot
du mouvement de la chaleur.
4. — Les surfaces (S) dépendant de 1'équation du mouve-

ment de la chaleur, on pourra leur appliquer des résultats
connus et relatifs a cette équation’célébre.
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On. pourra définir ces surfaces par les formules

v . V]
X — et |—cos Yy -— —siny — |,
oY

b ou ;
. oV oV
= er | —sin ¢ — cos b — |,
J ¥ ou - v mp]
0V
2z =V 4+ —
ou

dans lesquelles V sera exprimée en fonction de ¢ et de «
par I'intermédiaire d’une intégrale définie : on prendra, par
exemple, I'intégrale que donna Ampére ’

+
V— [' e O 4+ 2w

—
ou celle
+ »

r - iAnb— A%
V :f @0y e dX,

—_—

que considére M. H. Poincaré.

On pourra aussi prendre pour V un développement en sé-
rie de la forme h

V= U, 1 L’g:_;_k’icuz_'_ @zz%)iU:"l“@;{%)sU;q—..‘ |

ou Ui et Uz sont deux fonctlions arbitraires de u, de dérivées

21 WlGs aisense ; un tel développement est convergent tant
que u difféere de toute valeur qui soit singuliére pour Ui ou
Uz2. A ce développement contenant deux fonctions arbitrai-
res, peut étre subtitué un développementne contenant qu’une
fonction arbitraire ¥ de ¢ :

(lt — uo)

_ 2
V=w o Ty B v

1

cette solution, lorsque c’est une série convergente, est aussi
générale que la précédente, d’apres Poisson ',

1 Voir a ce sujet une courte note de M. Lt Roux « Sur les intégrales analytiques de l'équation
023 0z

= — ).

Oy? ox
( Bulletin des Sciences Mathématiques de M. DarBoUX, 1895, p. 127-128).
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Comme application d'une autre nature, je citerai les for-
mules de transformation a six constantes arbitraires données
par M. AppELL et qui laissent invariante 1'équation du mou-
vement de la chaleur.

Laissant de coOté ces applications de résultats relatifs a
I’équation r = ¢, je choisirai parmi les solutions particu-
lieres connues |

la premiere de ces solutions: elle donne des résultats inté-
ressants, relativement a des surfaces étudiées par M. Bunr,
dans deux Mémoires insérés aux Nouvelles Annales de 1908
et de 1909 1.

|

5. Je consideére donc la solution
al+ a?
. V—e¢ vt et

je poserai
a == cotang a .

Les coordonnées cylindriques d'un point quelconque de
la surface (S) correspondante sont pour cette solution parti-
culiere :

cosa u v

=— ——¢e¢ V, 0= —a,z2—= ——
€ sin®q ’ ' ’ sinZa ’

il résulle de ces expressions que 1’équation de la surface (S),
en coordonnées cylindriques, est de la forme

D (z) = al + F(p)

en posant
®(z) = (1 + a? log z + const . ,

Flo) = a’log ¢ ;

1 Je dois cependant signaler qu’a la solution V = lb correspond ’hélicoide gauche a plan
directeur, ¢) = JJ sin @, pour lequel les asymptothues sont les paralleles u = const. et les
méridiens JJ = comnst.’
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on reconnait la des surfaces spirales qui rentrent dans la ca-
tégorie de celles que M. BunL a étudiées; en appliquant les
résultats auxquels il a été conduit, on voit que les deux fa-
milles d’asymptotiques se projettent sur Oxz suivant des spi-
rales logarithmiques homothétiques : ces surfaces appartien-
nent, par suite, et a un double titre, a la famille des surfaces
dont une famille d’asymptotiques se projette sur Oxy suivant
des spirales logarithmiques homothétiques, c’est-a-dire aux
surfaces étudiées par M. Buur dans son Mémoire de 1903,
antérieurement cité. ‘

Il est intéressant de se reporter aux trois Mémoires de M.
Bunr, afin de comparer les résultats obtenus par les mé-
thodes qu'il a indiquées avec ceux que je donne ici.

Je m'occuperai d’abord des asymptoliques qui sont des hé-
lices et des lignes de plus grande pente : jai déja signalé
que ces courbes étaient les paralléles de la surface. Le long
de 'une d’elles ¢ et u sont constants; on a donc

al

¢ == e X const. , — const. ;

I I e

ces relations expriment que les projections des asymptoli-
ques sont des spirales logarithmiques homolhétiques (o est
précisément ’angle de la tangente et du rayon vecteur) et que
ces asymptotiques sont tracées sur des cones de révolution
autour de Oz et de sommet O. D'ou il résulte que ce sont
des courbes bien connues sous le nom d’/Aélices cylindro-
coniques.

En ce qui concerne la seconde famille d’asymptotiques des
surfaces (S), 'équation a intégrer est

Dde + 2D’dy = 0 ,
c’est-a-dire

Je reviendrai prochainement sur cette équation’. Dans le

1 J’étudierai plus généralement les équations différenticlles du premier ordre qui peuvent
étre mises sous la forme
0z 0z
—dx+4m-—dy =20,
ox oy

z étant une fonction connue de x et de y, et ;2 une constante quelconque. Je signalerai notam”
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cas particulier actuel, elle donne

auw + 2¢ = const. ,

d’ou ’équation des projections

2 - 2
Ty
a -~
0 = & > const.

ce sont bien des spirales logarithmiques homothéliques. Les
images sphériques de ces asymptotiques ne présentent rien
de remarquable. .

Le cas @ =1/2.7 correspond & l'une des surfaces de Bian-

“cu1: les projections des asymptotiques (de la seconde famille)

sont des cercles concentriques, Celte surface est d’ailleurs
imaginaire.

11

6. — Je terminerai ce Mémoire par une application nou-
velle de 'équation des télégraphistes : c’est le nom donné
par MM. Poixcark, Prcarp et BoussinesqQ, dans trois Com-
munications a ’Académie, en 1893 et 1894, a I'équation
AV ey

27 ’
4y —¢

A — —s
o2 ot o’

(qui représente la variation du potentiel V dans un fil; les
différents termes correspondent respectivement a la self-
induction, a la résistance ohmique et a la capacité du fil.

- Par un, choix convenable d’unités, 'unité de vitesse étant

la vitesse de la lumiére, on peut réduire les coefficients cons-
tants A, B, G a 'unité. Posant alors

V=U.¢".
I'équation des télégraphistes prend la forme

¥U - U

02 T ou? ’

ment un cas d’intégration de I'équation différentielle qui correspond a une fonction z dépen-
dant de deux fonctions arbitraires de x et de deux fonctions arbitraires de y, cest-a-dire a

une fonction z intégrale générale d’une certaine équation aux dérivées partielles du quatriéme
ordre. ‘
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c’est la un type d’équations fréquent en Physique; un chan-
gement bien simple de variables, mais qui introduit les ima-
ginaires, rameéne cette équation a celle qui se présente dans
les vibralions des membranes

AU+ U =0.

[l est préférable de ramener 'équation des télégraphistes
a I’équation a invariants égaux et constants

22U

bccbv+U:O;

cette derniére éguation aux dérivées partielles, dont les
rapports avec 1'équation différentielle de Bessel sont bien
connus, est un type auquel on peut réduire un grand nom-
bre d’équations : je citerai les exemples suivants, empruntés
a AMPERE et IMSCHENETSKY :

1'x2—{—2s.7c2—{—<x"’ ﬁ)t——%x:::(),

(121.2

r+ 2gs + (¢ — bt =0,
je citerai également I'équation remarquable
s* = 4pq ,

rencontrée par CraiG dans des recherches géométriques, et
que M. Goursat ramena ultérieurement a la forme s = z.

Jai établi, dans un autre Mémoire 1, le théoréme suivant :
La détermination des surfaces dont les images sphériques des
lignes de courbure sont des loxodromies inclinées a 45° sur
les méridiens, peut étre ramenée a lintegration de léquation
des télégraphistes. Ce mn’est la qu'un cas particulier d’un
théoréeme plus général concernant des loxodromies quel-
conques.

Considérons, en effet, les loxodromies

do = cotg a . dy . cos o,

1 Application de Uéquation des télégraphistes aux surfaces dont les images sphériques des
lignes de courbure sont des loxodromies. (Nouvelles Annales, Janvier 1910.)
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inclinées a «° sur les méridiens. L’équation des images spheé-
riques des lignes de courbure étant

I/___ 2
D IT))/cos C‘Dd@d"b:O,

2 . 2 2
do? - - cos®o . d?

’équation aux dérivées partielles du second ordre

D” — D cos? o + 2 cotg2a D’ cos o = 0 ,

représente les surfaces (3) dont les images sphériques des
deux systémes de lignes de courbure sont les loxodromies.

do—=—1tga.db.coso,

do = cotg o . dy . cos o,

Introduisons alors l'argument - des fonctions hyperbo-
liques liées aux fonctions circulaires de ¢ par les relations

de M. LAisanT

sincp:thr,cos«l}.clzr:i,tgcp_—_sh-:,

et prenons pour nouvelle fonction inconnue la fonction U
de ¢ et de - définie par la relation

U = gcht .

L.es déterminants D, D', D” de Gauss deviennent ;

»*U 2U
D p— (——2 'hT — S}ZT y

T 0T

0*U
D/ — — -

oY

02l 1 oU  shs

D" =|(U — - L

< +0¢'~’>cr' ot ch?t’

I'équation considérée devient :

02U »2U U
—_— — — j 2 = 0.
NE - + U + 2cotg2a 5700 0
Pour « = 45°, cetle équation est idenlique a celle en

laquelle M. Poirearé transforme I’équation des télégra-
phistes. C’est bien la le théoréme que j’avais établi. Mais il
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suflit de-poser -
w4 v ¢ "

T= ) = —

sin o cos o sin? a cor? o

’

pour transformer I'équation générale en

iU

dudy

d’ou résulte le théoréeme : La détermination des surfaces
dont les images sphériques des lignes de courbure sont des
loxodromies est réductible a Uéquation des télégraphisies.

E. Turrikre (Toulouse).

SUR LA NOTION DE PUISSANCE EN MECANIQUE

Dans l'enseignement élémentaire de la mécanique, on se
contente le plus souvent d'une définition trop rapide de la
puissance. Il conviendrait cependant d’insister sur cette
notion, d’'une grande l'importance pratique. Les éléves en-
tendent parler, dans la vie courante, de clhevaux ou de
watls plus souvent que de kilogrammeétres ou d’ergs?; il est
donc utile de leur apprendre a appliquer les formules de
mécanique a ’évaluation des nombres correspondants.

Je vais montrer rapidement ici comment on peut définir
avec soin la notion de puissance et la faire avantageusement
intervenir a coté de celle de travail élémentaire soit en
statique soit en dynamique. Un trés léger changement des
équations (dérivées figurant a la place de différentielles)
ameéne leurs différents termes a se préter immédiatement au

1 L’emploi fréquent de I'hectowatt-heure ou du cheval-an comme unités pratiques_d’énergie
est assez significatif au point de vue de I'importance industrielle respective des mesures de
puissance et de travail. '
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