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THEORIE DE LA MESURE 203

nérale des fonctions métriques et 'on a vu* qu’il était tou-
jours possible, moyennant un choix convenable du systeme
de coordonnées, de prendre la fonction sous la forme v, — &

ou ?, ce quirevient au méme, (x, — r,)%. On connait aussi les

expressions générales des fonctions susceptibles de définir
des métriques euclidiennes ou non euclidiennes pour les
continus a plusieurs dimensions. Il reste a déterminer les
propriétés qu’il faut adjoindre a celle qui est exprimée par
la proposition A) pour caractériser ces fonclions:

§ II.

S. Lie a déterminé, pour les conlinus & deux et a trois
dimensions, tous les groupes continus de transformations
admettant des invariants binaires. Si I'on ne distingue pas le
domaine réel du domaine imaginaire, les invariants de ces
groupes, c’est-a-dire les fonctions de distance des métri-
(ques correspondantes, peuvent toujours, par un choix con-
venable des coordonnées, étre mises sous 'une des formes
sulvantes :

lisprace.

(3”2 — x1)* + (9'2 - Q"1)2 + (25 — 1) -+ (:T1_)'2 — t)‘ifz’g —+- (;)‘132 — 31}'2'2

1) o (51X — X1%)?
(1 4+ s + 9192 + 7159)°
(2) (X — 17151)1 + (3'2 - )"1)2 + (22 — Z1i2
(3) 7y + 73 — log (s — x4)¥ — ¢ log (1, — ry?
‘ . ‘}‘2
(4’ :2 —— Zi — M
2y — ay)
=4 - ~ V2 ¢ :)‘2 e .)1
(9) f1 4 o — log (o — )% — 22—
Xy — Xq
(6) o Ty — £4 = Xi)e — Yids .

1 G. ComBEBIAC, Pour une Théorie de la mesure, 1ev article, L’Ens. math., p. 89-97.

® 11 est & peine besoin d’indiquer que toutes les fonctions- d’une fonction de distance défi-
nissent la méme méirique.
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Pran.
{,1)/ (3('2 — x1)2 -+ ()”2 i 3'1‘)2 -+ (11)'2 — 3'196'2}2
(1 4 xras + 51)3)°
(2) L
(-Tz = -?*"1)c
3/2_‘7/1
15) (g — i) e SR
(‘6), X1)e — )1 Xa .

Les métriques non euclidiennes (elliptiques ou hyperbo-
liques) relevent des expressions (1) et (1)'; les métriques
euclidiennes relevent, pour l'espace. de I'expression (2) et,
pour le plan, de 'expression (2)', qui, pour ¢=—1 et en
remplacant en outre x et y respectivement par x 4+ yi et
xr — yi, devient en effet: (xs — x:1)% + (y. — y1)® .

Les expressions (1) a (6) définissent aussi des fonctions de
distance pour le plan des xy. Si I'on y fait en effet z =20,
les expressions (1) et (6) se réduisent a (1) et a (6)'; (2) et (4)
- rentrent dans (2), a laquelle devient équivalente (3); enfin,
(5) devient équivalente a (5)". ,

Observons aussi que les expressions (1) et (2) se réduisent
a la méme si I'on y annule les coordonnées y et z, ce qui
montre bien que le classement des métriques en eucli-
diennes et non euclidiennes n’a aucun sens pour les eontinus
4 une dimension. |

Les fonctions (3), (4), (5) et (6) présentent une particularité.
Si J; et J. désignent les distances d’un point quelconque de
coordonnées x, ¥. z a deux points fixes situés sur une méme
paralléle a 'axe des z, I'on a

J2:J1—'__(22—51) "

C’est-a-dire que les deux fonctions J, et J, de x, ¥, z sont
fonctions 'une de 'autre. Dans ce cas, le nombre des pseudo-
sphéres est o® au lieu de oo*, les points situés sur une
méme parallele a I'axe des z étant les centres des mémes
pseudo-spheres. |
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Ainsi, pour l'espace, seules les fonctions (1) et (2) jouissent
de la propriété négative suivante : |

B) Les distances d’un point variable d’'une maniere quel-

conque dans Uespace a deux points déterminés ne sont ja-

mais fonctions Lune de lautre.

Les axiomes A) et B) caractérisent donc completement les.

fonctions correspondant aux expressions (1) et (2). 1l résulte
d’ailleurs des travaux de S. Lie que ces conclusions s’étendent
aux continus a n dimensions. pour n > 3, en substituant,
bien entendu, aux expressions (1) et (2) les expressions cor-
respondantes contenant 2 n variables.

On peut enfin, parmi les méiriques relevant des expres-
sions (1) et (2), ne retenir que celles qui ont été générale-
ment étudiées sous les dénominations d’euclidiennes et de
non euclidiennes, en stipulant quaucune pseudo-sphére ne
doit passer par son centre, ce qui implique, en particulier,
que la surface représentée par I'équation

J(x, 0,5, 24, 260 %) = >y, 2 T Xy Do Fol

ne doit pas avoir de nappe réelle passant par le point.x,, v,. 2,
51 le systeme de coordonnées est cartésien ou seulement pro-
jectif, on écarte ainsi les métriques pour lesquelles les
pseudo-spheres sont des surfaces du second ordre réglées,
c'est-a-dire celles que 'on obtient en remplacant, dans les
expressions (1) et (2), une ou deux des coordonnées x et y
par les imaginaires /w et iy. |

La question posée est donc bien résolue pour les continus
a plus de deux dimensions; si 'on s’en tient au point de
vue analytique et que l'on ne fasse pas de distinction entre
le domaine réel et le domaine imaginaire, I’on n’a bien & envi-
sager que deux catégories de métriques caractérisées par
les expressions (1) et (2).

La question n'est pas aussi simple pour les continus a
deux dimensions. L’axiome B) élimine bien les métriques
déterminées par 'expression (6)" et par I'expression (2)" pour
¢=1; mais 1l laisse subsister d’autres métriques trés diffé-
renles de celles qui ont fait jusqu'a présent objet d’études
géométriques.
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Pour ¢~ 1, I'expression (2)' donne lieu a des métriques
dont les pseudo-cercles, si le systeme de coordonnées est
cartesien, ont des formes se rapprochant plus ou moins de
'’ensemble formé par deux hyperboles équilaléres complé-
mentaires (en prenant pour fonction de distance le carré de
Pexpression (2)).

En remplagant x et y respectivement par x -+ yi et x — y!
ct le parameétre ¢ par un autre b =2/ E—i , 1l est facile de
voir que l'on peut prendre la fonction de distance sous la
forme

.7/2‘.?/1

b arc tang
ar 32 . 12 Xy
[1xg — ap® -+ (1 — 1% e

Si le nouvean systeme de coordonnées est cartésien, les
pseudo-cercles sont des spirales s’enroulant dans un sens
ou dans 'autre suivant que 0 est posilif ou négatit et qui se
réduisent a de vrais cercles pour 6 =0 (métrique ordinaire).

Enfin, I'expression (5) interprétée en coordonnées carté-
siennes donne lieu a des pseudo-cercies constitués par des
courbes a branches infinies.

On ne poussera pas plus avant cette étude, dont le princi-
pal objet était de mettre en lumiere la simplicité des prin-
cipes sur lesquels on peul fonder & la fois la Géométrie et
une théorie de la mesure.

[l faut reconnaitre pourtant que, si ces principes sont
simples, ils ne sont pas facilement maniables; entre 'axiome
réellement essentiel A) et les expressions (1) et (2), il y a les
puissantes analyses de S. Lie et 'onn’apercoit aucun moyen
simple de déduire des axiomes, par exemple, les propriétés
primordiales des lignes qui jouent dans les diverses mé-
lriques le role des lignes droites. La méme observation s’ap-
pliquerait d'ailleurs aux axiomes de Lie, les deux points de
vue étant intimement liés. Voici en effet comment la question
se pose.

La définition habituclle de la ligne droite est celle-ci: en-
semble des points qui restent fixes dans tous les déplace-
ments sans déformation laissant fixes deux points détermi-
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nés M, et M,. Mais cette définition est fort médiocre au
point .de vue analytique, car les déplacements qui laissent
(ixes les points d’une droile, laissent également fixes tous
les poinls (imaginaires il est vrai) des deux plans isotropes

qui passent par celte droite. De plus, la définition n’est pas

valable pour le plan: Il conviendrait évidemment d’adopler
une définition d’un caraclére plus général et s’appliquant
également au domaine réel et au domaine imaginaire. Gette
définition pourrait étre la suivante: 'ensemble des points
(x, y, z) tels que les deux pseudo-spheéres passant par un de
ces points et ayant pour centres les points M, et M, aient un
¢lément superficiel commun. 1l est facile de voir que les
équations de la ligne ainsi définie sont:

dly dly dJy  d). | dJy Cﬂ2
%ZE*C{_X Cdy T odz

en désignant par J, et J, les distances du point (x, y. 5) aux
points M, et M, . :

Mais de cette définition on ne peut déduire que la ligne
passe par les deux points M, et M, ni que chacune des lignes
ainsi définies est déterminée par deux quelconques de ses
points, c'est-a-dire que cette détermination dépend de quatre
parametres. Cette derniere propriété est d’ailleurs inlime-
ment liée a celle-ci: trois sphéres dont les cenlres sont en
ligne droite et (ui ont un point commun passent parle méme
cercle, proposition qui peut se traduire dans le langage des
fonctions de distance de Ia maniére suivante: il existe une
relation entre les disltances d’un point variant d'une maniére
quelconque dans l'espace a lrois points en ligne droite. Cette
propriété s’exprime évidemment, en désignant par J,, J, et
J; les trois distances, par l'égalité suivante, qui doit étre
satisfaite pour toute les valeurs des variables &, v, =

dly dJv dI; |7

= D &
dls dJ, dJ, — 0
dx FW— ds _ ’

dJ, dl, dJ;

°

dx dvy 5
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On voit que ce n’est pas sans quelques difficaltés que l'on
pourra parvenir a établir une Géométrie rationnelle sur la
seule notion de distance; mais quelle clarté pour ses fon-
dements en comparaison de l'édifice lourdement arlificiel
que constitue le systeme des axiomes de caractére purement
logique? ‘

En terminant, je signale que l'axiome A), appliqué au
plan, permet d'établir avec la plus grande simplicilé lanotion
d’égalité des angles ainsi que les cas d’égalité des triangles,
a condition toulefois que l'on ait pu, au préalable, établir
que la fonction de distance détermine une métrique sur les
lignes droitest. On voit que l'on est toujours ramené a édi-
fier une théorie des lignes droites en fonction de la notion
de distance. '

G. ComBEeBIAC (Montauban).

Appendice : Sur le Nombre irrationnel.

Dans mon premier article au sujet de la mesure, publié dans le
numéro de mars de I’ Enseignement mathématique, y'ai émis 'opi-
nion que l'on pourrait se passer de la notion de nombre irration-
nel dans toutes les applications des Mathématiques. Je dois recon-
naitre que ’expression a dépassé ma pensée.

Ce qui parait incontestable, ¢’est que cette notion ne saurait
étre rattachée, pas plus historiquement que logiquement, a celle
de mesure, car ce qui est naturel, c’est précisément d’admettre
que toutes les grandeurs de méme espéce sont commensurables
deux a deux, conception qui suffit parfaitement tant que l'on se
borne a mettre en ceuvre leur mesure. Si le nombre irrationnel
s’est imposé avant qu’il en et été donné une définition correcte,
c’est évidemment en Géométrie avec certains rapports dans la
détermination desquels interviennent d’autres notions que celle
de mesure, notamment la notion de fonction.

[La nécessité (ou, ce qui revient au méme, la convenance) de
I’emploi du nombre irrationnel dans le domaine physique, parait
plutot devoir étre recherchée dans I'idée de continuité, non pas
des ensembles, mais des fonctions. [’intuition expérimentale

1 L fonction J détermine évidemment une métrique sur chacune des pseudo-spheres et
sur chacun des pseudo-cercles; il suffit, pour le voir, d'appliquer U'axiome A} a cing points,
savoir: pour la pseudo-sphére, le centre et quatre points quelconques de la surface ; pour
le pseudo-cercle, les centres de denx pscudo-sphéres countenant la courbe et trois poinls
queleconques de celle-ci.
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