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En résumé, aucun des essais que nous venons d’examiner n’ap-
porte la solution cherchée; c’était a prévoir. Est-il nécessaire de
s'arréter sur les détails de ces démonstrations? J'en ai souligné
les erreurs fondamentales ; celles dont je n’ai pas parlé sont moins
importantes. Je voudrais pourtant en signaler une qu’un lecteur
inattentif pourrait ne pas remarquer.

Admettons pour un moment, avec M. Popoff, qu’on ait réelle-
ment 3y (y + 1) = producteur de cube = produit de trois nombres
consécutifs. M. Popoff en conclut que 'un des nombres extrémes
est égal a 3. ’

En d’autres termes I’équation indéterminée

Byly + 1) = (x — Da(z + 1)

n’aurait, d’aprés M. Popoff, que les deux solutions (entiéres et
positives) sulvantes

x—1=3 (d'ou y = 4) et x4+ 1=23 (douy =1).

Pour montrer que cette assertion est inexacte je me bornerai a
indiquer la solution # = 21, y — 55. lci 'erreur est moins appa-
rente.

D. Mirivanorr (Geneve).

Notations rationnelles pour le systéme vectoriel.

A propos du systéme proposé' par MM. Burari-FFortr
et MarcoLoNGo.

1. — Lettre de M. TiuerpING (Strasbourg).

Vous voulez bien ouvrir dans votre Revue une discussion sur le
tableau des notations rationnelles pour le systeme vectoriel mini-
mum proposées par MM. Burari-Fortr et MarcoronGo, et que vous
avez reproduit dans votre numéro du 15 janvier 1909. Je réponds
volontiers a 'invitation de la Rédaction et je vous communique en
ce qui suit les remarques que j’ai a faire sur cette importante
question de 'uniformisation de la notation vectorielle.

D’une maniére générale, je peux donner mon adhésion presque
entiere au systéme proposé, ui se rapproche beaucoup du pro-

cédé provisoire que jai adopté moi-méme dans mon article pour
VEncyklopadie der mathemat. Wissenschaften (tome IV, art. 2) et

dans mon livre Geometrie der Kreafte, récemment paru chez

B. G. Teubner a Leipzig.

! Voir I'Ens. math. du 15 janvier 1909, XIe anndée, ne 1, p, 41-45.

L’Enseignement mathém., 11e année ; 1909. 9
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Les notations proposées ont la tendance générale & n’employer
que des caracteres qui se trouvent dans toutes les imprimeries.
D’autre part il est d’un tres grand avantage de pouvoir rappro-
cher aussi typographiquement, autant que possible, les lettres
représentant deux vecteurs (ou deux points) liés 'un a 'autre par
une des opérations fondamentales. Si au contraire on les sépare
par un espace trop grand, les formules perdront beaucoup en
clarté et seront beaucoup moins aisées a lire. C’est ce qui m’avait
induit a choisir, pour désigner le produit interne, un signe x
égal en forme mais plus petit que celui qui est proposé dans le
tableau. Ainsi 'on se garantit 'avantage d’avoir un caractere spé-
cial (qui, le cas échéant, pourrait sans doute étre mis facilement
sur un autre corps) pour désigner cette opération vectorielle. De
méme je plaiderais pour la notation a ~ b du produit vectoriel au
lieu de a /\ b, puisque le petit crochet ressemble mieux a un lien
qui lie ensemble les deux vecteurs réunis dans l'expression du
produit.

LLa méme observation pourrait se faire relativement & la nota-
tion B — A que l'on propose pour le vecteur terminé par les deux
points A, B : cette notation s’écrit peut-étre mieux sous la forme
B-A. Il faut remarquer ici que les opérations directes sur les
points sont extrémement restreintes dans le systéme minimum,
et le vecteur n’y est la différence de deux points que dans un sens
tres figuratit, les régles pour le calcul des points n’étant pas éta-
blies généralement. Dans le systéme minimum chaque formule qui
ne contient que des symboles de points est absolument privée de
sens, si elle ne fait pas suivre immédiatement a chaque point un
autre lié au précédent par le signe — . Par exemple, si S désigne
le centre de gravité d’un triangle ABC on a

A—S4+B—S4+C—S=0,

mais on ne peut pas écrire

_A+B+4C
- : .

S

C’est ce qu'on marquerait mieux, me semble-t-il, en écrivant la
premiere formule de la maniére suivante

A-S - B-S 4+ C-S=0,

qui rend visible immédiatement la somme de trois vecteurs en
laissant ensemble les caracteres qui définissent un seul vecteur.

Ces remarques purement typographiques peuvent paraitre un
peu hors propos, parce qu’elles n’abordent pas expressément
dans les notations proposées; je crois cependant que ces ques-
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tions sont d’une trés haute importance pour l'orientation facile
du lecteur dans un ouvrage d’analyse vectorielle.

Mais si ¢’est ici un intérét pratique que je voudrais défendre un
peu, je dois, en me plagant maintenant au point de vue logique,
m’opposer formellement a la locution qu’on veut attacher aux dif-
férents signes de multiplication. Des lettres qui désignent des en-
tités géométriques ou physiques et qui ont le caractére de substan-
tifs, ne peuvent étre liées que par des mots qui s’appliquent & des
substantifs, c’est-a-dire par des adverbes ou des prépositions.
Ainsi il est tout a fait correct de prononcer B — A : B moins A.
Mais il est impossible de dire : a interne b. Grassmann a trouvé
une locution qui me semble absolument satisfaisante: aenb (ainb).
De méme il est contraire a toutes les régles de la langue de dire
«a vecteur b ». Pour exprimer que b est joint 4 a pour former un

- nouveau vecteur, je proposerais de dire simplement «a contre b ».

Parmi les réfutations des opinions contraires, les observations
qui servent a défendre la notation « mod a » pour la longueur
(grandeur) d'un vecteur a, ne me semblent pas bien JLlst1ﬁees La
longueur d’'un vecteur n’est pas une fonction proprement dite,
mais quelque chose qui fait partie de son étre, qu1 ressort si ’on
fait abstraction de la direction du vecteur et qui est tout a fait
analogue a la valeur absolue d’'un nombre. Dans une typographie
un peu claire, le danger d’'une confusion de la notation |a | avec
des parenthéses me semble illusoire et la notation mod a est évi-
demment plus longue. Il suffit pour le voir de comparer les deux
formules

la+bl*=1al®” 4 |b? 4 2|a] Ib| cos (a, b),
[mod (a 4 b)]?*.= mod a® 4 mod b? + 2mod a mod b cos (a, b) .

Le systéeme minimum croit pouvoir se passer entiérement du
bivecteur de Grassmann. (C’est ]Ja un point auquel, peut-étre par
raison d'une partialité personnelle, je ne peux pas consentir.
Je crois que la notion du bivecteur est absolument indispensable
et de la méme importance que le vecteur lui-méme. La refuser
revient pour moi a refuser les surfaces et a n’accepter que les
lignes. Pour plus de clarté, qu’il me soit permis de citer un
exemple : la couche magnétique est une notion fondamentale en
physique mathématique; pour éviter I’apparence d’une idée non
purement mathématique, nous pouvons parler plutét d’une sur-

face ¢ divisées en éléments infiniment petits doués chacun d’un

sens défini de rotation. Cette notion est impossible a établir sans
se servir des idées de Grassmann ou, si I'on veut, de Meebius,
car en remplacant les éléments do par des normales qu1 leur sont
proportionnelles en longueur et qui marquent, d’apres une cer-
tain’e’ r’égle, par le sens de leur direction, le sens de la direction
de I'élément de surface, on remplace 'idée originale par une autre
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qui ne lui est pas équivalente. En effet, on remplace la surface
par un amas de petites lignes, ce qui ne permet plus 1'inté-
gration, du moins dans le sens ordinaire; de plus on fait usage
d’'une convention absolument arbitraire relativement a la cor-
respondance des longueurs avec les aires et du sens de direc-
tion avec le sens de rotation. Ce n’est que dans l'idée originale
que do apparait comme le véritable élément d’une surface ¢ fixée
non seulement par rapport a son aire, mais aussi par rapport a la
forme et la situation réciproque de toutes ses parties, de méme
que ds est le vecteur infinitésimal qui fait partie d’une ligne s.

Le produit scalaire u >< ¢ d’'un vecteur et d’un bivecteur est
représenté par le volume du cylindre qui a ¢ pour hase et u pour
aréte. L’intégrale

fu < da
(o)

prise par rapport a une surface ¢, donne alors le « flux » a travers
cette surface, et cette notion me semble indispensable pour la
fondation de la théorie vectorielle.

Les auteurs des notations proposées désirent qu'on fasse une
distinction tres prononcée entre 'opérateur de Laplace

02 i 02
A — — — -
dact T 0y? T 0zt

’

appliqué a une fonction scalaire et le méme opérateur appliqué i
une fonction vectorielle, parce que dans ces deux cas il est ex-
primé d’'une maniere différente par les opérations grad, div et rot
que les auteurs considérent comme fondamentales.

Mais il faut remarquer que de ces deux expressions 'une devient
nécessairement illusoire dans tous les cas, puisque l'opération
grad ne peut s’appliquer qu’aux scalaires et les opérations diy et
rot ne s’appliquent qu’aux vecteurs. Ainsi il serait absolument
impossible de trouver une opération quelconque applicable en
méme temps aux scalaires et aux vecteurs, si 'on demande qu’elle
s’exprime de la méme maniére par les opérations fondamentales.
Il y a pourtant un certain intérét d’économié de conserver de
telles opérations auxquelles une grandeur scalaire peut étre sou-
mise aussi bien qu’un vecteur. Telle est par exemple la dérivée
par rapport a une direction donnée; on peut prendre cette dérivée
aussi bien d’une grandeur scalairc « que d’'un vecteur u. Elle
s’écrit, dans les deux cas, sin désigne la direction donnée, disons
la normale d’une surface proposée, de la maniére suivante

ou ou

ou bien — .
on on
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Quant a 'opération a, il faut aussi considérer que chaque fonc-
tion vectorielle u du lieu dans Dlespace peut étre mise sous la
forme

u—u.a-+v.b+w.c,

en désignant par u, ¢, w des fonctions scalaires et par a, b, ¢ des
vecteurs constants linéairement indépendants (non paralléles tous
les trois au méme plan). Alors on obtient pour l'opération A
appliquée a une fonction vectorielle directement la définition
suivante :

Au—Au.a+ Av.b+ Aw.cC,

qui la réduit & 'opération a pour des fonctions scalaires.

De plus, on doit se demander, comment il faut définir les opé-
rateurs, quand on ne veut pas se servir des méthodes cartésiennes,
comme est, a ce qu’il parait, dans les idées des auteurs. On sait
qu'on ne peut arriver de cette maniére aux opérateurs diy et

rot qu’en tenant compte des formules bien connues de Gauss et
de Stokes : |

fdivud'r::fuxdc,
1)

( (a)

ou ¢ désigne une surface close et z la partie de 1'espace qu’elle
contient, et

frotztxdm:fuxds,
w)

( (s)

ou w est une surface terminée par la ligne s. De la premiére for-
mule on obtient, si 'on pose

. u— grad u
ia suivante :

ou
(a) ‘/‘Audf.._féz.do‘,
(t) (a)

qui sert & définir au pour les scalaires. Mais en employant la for-
mule donnée plus haut

Au — Au .a+ Av . b+ Aw . ¢,

on trouve immédiatement

ale))
(b) fAudr__jE;ldc,
(%) (a)

ou do est pris dans le sens d’un simple nombre, de sorte que

l'opérateur a est défini pour les scalaires et pour les vecteurs par
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les deux formules (@) et (b), dont la forme est absolument la
méme. Ainsi il est difficile de voir pourquoi on devrait les dési-
gner différemment.

Mais c’est la tout ce que j’ai a dire contre le systéme proposé,
qui, s’il est adopté généralement, constituera sans doute un grand
progres. Le désaccord actuel dans la terminologie vectorielle est
presque sans exemple et ses conséquences sont trés graves pour
le développement de cette science, parce qu’il rend extrémement
difficile ’étude de toutes les recherches dans I'analyse vectorielle
et dans ses nombreuses applications.

Strasbourg, le 22 février 1909.

2. — Réponse de MM. Burari-Forti et MarcoLoNGO
a la lettre de M. G. ComMBEBIAC.

Le calcul vectoriel est d’'une importance fondamentale pour la
mécanique et la physique, de méme que le calcul algébrique est
tondamental pour I'analyse. S’il est donc sans importance de fixer
une notation vectorielle, comme M. Combebiac semble croire
(v. L’ Ens. mathem. du 1:)Janv 1909, p. 46), il est aussi sans 1mp0r
tance d’avoir un seul algorithme en algebre

La question de l'unification des notations vectorielles n’a rien
de particulier en elle-méme. [’'importance lui vient par la variété
et par le défaut de correction logique et formelle de quelques-unes
des notations usuelles. Ces notations sont parfois contraires aux
lois algébriques les plus élémentaires et a la nature des entités
auxquelles elles s’appliquent ; ou bien elles sont improprement
déduites des notations, tres précises, de Hamilton. Une analyse
superficielle montre clairement que ce n’est pas une question de
forme ; ¢’est une question tout a fait essentielle.

M. Combebiac a pleine liberté de donner sa préférence aux no-
tations des quaternions et de rejeter celles des homographies;
mais nous le prions de vouloir bien réfléchir que les quaternions,
entités a quatre dimensions, ne sont pas des homographies' ; et que,
en mécanique et en physique, on doit considérer des homographies
@ 6, 9... dimensions, qui seulement par un calcul indirect et com-
pliqué peuvent étre substituées par les quaternions.

1 BurALi-ForT! : Ignaternioni di Hamilton ed il calcolo vettoriale [A¢tl Accademia Torino,
1908].
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