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UNE LEÇON SUR LES PROGRESSIONS ET LEURS
APPLICATIONS

Durant ces dernières années, les progressions ont quelque

peu passé de mode dans les cours élémentaires de

mathématiques en Angleterre. Je pense qu'on pourrait les
enseigner d'une façon très utile et très instructive en adoptant

une méthode analogue à celle dont nous allons indiquer
les principaux points.

I. — Progressions arithmétiques.

1. On donne deux segments de droites (dessinés sur du

papier) représentant le premier terme et la raison d'une
progression arithmétiqué. Placer sur une droite un certain
nombre de points équidistants et élever par ces points des
ordonnées représentant les termes successifs de la progression.

2. Propriété : Prouver que les extrémités des ordonnées
sont situées sur une ligne droite.

Application aux problèmes suivants :

3. Construire la progression dont les deux premiers
termes a et b sont représentés par deux segments donnés. En

prenant le cas où.'a > b, déterminer d'après le diagramme le
nombre de termes positifs de la progression.

4. Insérer un nombre déterminé de moyens arithmétiques
entre les deux longueurs données a et b.

5. Trouver la somme des termes de la progression. A cet
effet, on représentera de nouveau la progression graphiquement

comme auparavant, et soit a le premier terme, l le
dernier, n le nombre de termes. Tourner le diagramme de façon
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à placer la dernière ordonnée au sommet de la première,
l'avant-dernière au sommet de la seconde, etc., et la première
au sommet de la dernière. On obtient alors sur la figure n

ordonnées respectivement égales à a -f- l. Par conséquent,
le double de la somme de la progression est n (a -f- l), et la

\
somme n ^ (a -f- l).

Remarquer que ^ (a -Ç l) est l'ordonnée moyenne ; elle est

égale à l'ordonnée du milieu lorsque le nombre des ordonnées

est impair. G est aussi la moyenne de deux ordonnées

quelconques équidistantes des ordonnées extrêmes.
6. Obtenir la somme des n premiers termes de la série

ci, a 4- b, a + 2b, sous la forme nci + ^ (ti — ^)b, en

remarquant que net représente la somme des parties a, et que

^ n (n — i)b doit représenter la somme des portions b, 2b,—

(ii — 1)b.

II. — Progressions géométriques.

1. Dessiner une série d'ordonnées équidistantes représentant
les termes d'une progression géométrique dont le

premier terme ci a une longueur donnée et dont la raison r est
un nombre donné.

On pourra appeler la courbe sur laquelle les extrémités
•des ordonnées sont situées une « courbe de progression
géométrique». C'est en réalité une courbe logarithmique.

2. Construction : Soient M2, M3, les points équidis-
tants choisis comme pieds des ordonnées et Pj la première
-ordon née.

Prenons sur Mi Ma un point extérieur tel que TAM.2

./'. T1M1, et portons les longueurs TdT2 T2T3
respectivement égales aux segments M2 M2M3 et menons
TlP1 qui rencontre l'ordonnée passant par M2 en P2 ; puis de
même joignons T2P2 qui rencontrera l'ordonnée passant par
M8 en P3, et ainsi de suite. Montrer que M1P1,M2P2J
.représentent alors les termes de la progression.
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3. Comme application de celte méthode, construire la

progression dont le premier et le second termes sont deux
longueurs données a et b, en supposant successivement a > b

et a < b.

4. Trouver par construction le nombre de termes d'une
progression donnée (par ex. la progression 10, 9,
supérieurs à une quantité donnée (par ex. 3),

5. Trouver la somme des termes de la progression. On

pourrait le faire au moyen d'un diagramme dans lequel les
termes seraient représentés par des ordonnées, mais la
démonstration est un peu plus simple lorsque les termes sont
représentés par des longueurs OPx, OP2 OP3 OPw mesurées

à partir d'un point fixe O sur un axe horizontal. Nous
avons immédiatement, si / > 1

pxp2 — (r — 1) OPj P2P3 (r - l)OP2, etc.

En ajoutant le terme supplémentaire OPw _|_ i on a finalement

Pn P„ + i (r — l)OP„
Par conséquent, la longueur totale PiPw + i est égale à

(/• — 1) fois la somme de la progression.
Par suite, la somme des n premiers termes de la progression

présente la forme

OP — OP. [n 4- l)me terme — 1er terme'±±1 C c.-à-d. •

r — 1 r — 1

Si nous considérons maintenant le cas d'une progression
décroissante, la démonstration est absolument la même, à

cette différence près que les points Pt, P2, P3,... s'approchent

continuellement de O sans jamais le dépasser. Par-
suite, la somme des segments P1 P2, P2Ps^ P3P4Ï tend
vers la limite P^^O à mesure que le nombre des termes
augmente. Les segments étant respectivement égaux à (1 — 7*) fois
les longueurs correspondantes OP1, OP2,..., on en déduit
que OPi est égal à (1 — r) fois la somme de la progression à

l'infini. Donc la somme à l'infini est égale à

OP,
1 — r
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6. Dans le diagramme représentant une « courbe de

progression géométrique » on pourra insérer un nombre

quelconque de moyens géométriques. Si la courbe est simplement

dessinée par l'élève à main levée, les moyens mesurés

sur le diagramme ne seront naturellement qu'approximatifs.
Mais, pour rendre la construction exacte, une simple règle
ayant la forme d'une telle courbe suffira et permettra de

résoudre des problèmes de ce genre.

III. — Application des progressions a des formules
DE MESURES.

Il ne semble pas que le fait suivant soit généralement
connu, à savoir que la formule donnant la somme d'une série
géométrique puisse être utilisée pour le calcul des aires, des
volumes de révolution, des coordonnées de centres de
gravité, de centres de pression ou des moments d'inertie dépendant

d'intégrales de puissances de la variable. Ainsi le
volume et le centre de gravité d'une pyramide, d'un cône oir
d'un paraboloïde, ou bien les coordonnées du centre de

pression d'un triangle ou d'une parabole, sont des exemples
pouvant être traités par cette méthode. Prenons un exemple
suffisamment difficile pour pouvoir servir de type; le maître
n'aura qu'à s'y référer pour les applications analogues.

Exemple : Trouver le volume engendré par la révolution
de la courbe a y x2 autour de l'axe des x, entre x o et
x h.

Divisons le volume en tranches par des plans dont les
distances à l'origine forment une progression géométrique de
raison /', un peu inférieure à 1.

Les distances de ces plans à l'origine, en y comprenant la,
base elle-même, seront

h rh r2h r3h

Les rayons des sections correspondantes sont

A2 J-U2 ,V1-V
a a a a
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Les épaisseurs des tranches successives sont

(1 — r)h (r — r2)h (/-2 — rz)h

Les surfaces de leurs plus grandes faces sont

TT A4
^

711A h*
^

7T; 8A4

a2 a2 a2

Les surfaces de leurs plus petites faces sont

TT/Ah' tztVA nrl2h*
a* a*

Le volume du solide est compris entre la somme des
produits des plus grandes faces des éléments par leurs épaisseurs

et celle des produits des plus petites faces des
éléments par leurs épaisseurs, c'est-à-dire entre

et

ou entre

77 A5

77 115

(1 — r\ <1 + >"5 + 7'10 +

(r4 -f- /-9 -f r1

nhb {i—r) 7r/i5/-4 (1—r)
a2 (1 _ rb) a1 (1

•ou encore entre

nh5 ïr/i5/*4
et

a2 (1 -f- r -f- r2 -f- 78 + r4) a1 (1 r + 7,2 + 7'4)

Pour r i les deux expressions donnent la même valeur
limite nhb : 5c/2pour le volume demandé. Le volume est donc
le Ys du produit de la base par la hauteur.

Le trait essentiel de cette méthode réside dans le fait qu'au
lieu d'avoir des sections équidistantes, les distances de ces
sections à l'origine forment Une progression géométrique
dont la raison est un peu inférieure à l'unité. Par suite, la
sommation est effectuée au moyen de la formule des

progressions géométriques, tandis que, dans le cas de sections
équidistantes, nous serions obligés d'avoir recours à des
formules séparées concernant les sommes des carrés, cubes
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et autres puissances des nombres naturels. Le fait que nous
avons le droit de choisir r < 1 et de passer ensuite au cas
limite où r—1 se justifie par des diagrammes bien
construits; on verra que les quantités dont on doit faire la somme-
restent finies dans tous les cas où cette méthode est applicable.

Gomme autre exemple de l'usage des progressions, on

pourra appliquer avantageusement les propriétés de la

« courbe de progression géométrique », qui est identique-
à la courbe logarithmique, à la démonstration des formules-
de différentiation et d'intégration concernant les fonctions
exponentielles et logarithmiques. La figure, examinée au.

point de vue géométrique, nous fournit une démonstration
rapide du fait que la limite dont dépendent ces differentiations

et intégrations, c'est-à-dire la limite de j—- lorsque
h — o, est finie et possède les propriétés du logarithme
de a, et que la base de ce sj^stème de logarithmes est un
nombre fini e plus grand que Limité pouvant être estimé
approximativement en le mesurant sur le diagramme.

G.-H. Bryan (Bangor, N. Wales).

Note. — Le nom de «progression» est donné dans les anciens manuels
anglais aux séries arithmétiques et géométriques et est utilisé dans le sens
que nous lui avons attribué ci-dessus. La seule autre série à laquelle on-
donne généralement ce nom est la progression harmonique. Comme cette
progression est habituellement étudiée en même temps que ses applications
géométriques, nous n'en avons pas parlé ici.

(Traduction de J.-P. Dumur, Genève.)
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