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88 TH. ROUSSEAU

une transposition T autour d'une charnière d, perpendiculaire
sur AA' en son milieu. B et C sont venus en B4 et C4. On peut
maintenant amener B4 en B' par une rotation autour de la
perpendiculaire d'à A'B' et KfBi, au point A'. Cj vient alors en C2.
Enfin, une rotation autour de A'B' amène C2 en Cr Comme les
deux charnières d'et A'B' sont concourantes, on peut remplacer
le produit des deux dernières rotations par une seule, R4, autour
d'une charnière di passant par A/, et on a D TR^

49. — Applications. Définition. J'appelle triangle la figure
formée par trois portions de droite ayant deux à deux une extrémité
commune.

Hauteurs, médianes, bissectrices. Triangle isocèle.
Théohème. ha condition nécessaire et suffisante pour qu'un

triangle soit isocèle, est que la médiane et la bailleur issues d'un
sommet soient confondues.

Démonstration par une transposition.

Plan.

50. — Définitions préliminaires. Je dis que l'espace est en
mouvement s'il est soumis à un ensemble continu de transformations,
comprenant la transformation identique.

Le mouvement est dit à un, deux, ...n paramètres, suivant que
cet ensemble est à une, deux, ...n dimensions.

Si le mouvement est à un paramètre, ce paramètre £ s'appelle le
temps mathématique.

Si les transformations de l'ensemble sont des déplacements,
on dit que toute figure qui participe au mouvement est de forme
invariable.

Je dirai qu'un mouvement à un paramètre est limité, quand
l'ensemble des transformations qui le définit est limité. Il y a alors
deux positions extrêmes F0 et F4 pour toute figure qui participe
au mouvement.

La position F0 qui correspond à la première valeur du
paramètre t s'appelle position initiale et l'autre Fi la position finale.

Remarquons que tout mouvement limité à un paramètre définit
une transformation, savoir celle qui fait correspondre à la
configuration initiale E0 de l'espace la configuration finale Er

On dit que deux mouvements limités sont équivalents quand ils
définissent la même transformation.

J'appelle mouvement de rotation le mouvement défini par un
ensemble continu de rotations.

51. — Définition. J'appelle plan la figure engendrée par une
semi-droite ox, perpendiculaire à une droite zz', dans un mouvement

de rotation autour de zz'. Le plan est une surface, car c'est
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un ensemble ponctuel à deux dimensions* Le plan et la droite % z

sont dits perpendiculaires.
Remarque. Le plan est complètement défini par la droite zz' et

le point o.
52. — Théorème 1. Deux plans quelconques sont égaux.
Soient deux plans P et Pi définis par la droite zz' et le point o, la

droite z.vz'v et le point or 11 suffit de faire coïncider zz',o et zizi,oi,
pour que les deux plans coïncident.

53. — Théorème II. Toute transposition autour d'une droite passant

par le pied de la perpendiculaire à un plan, et située dans ce

plan, retourne le plan sur lui-même.
54. — Théorème III. Dans un mouvement de rotation autour de

la perpendiculaire ci un plany le plan coïncide avec sa position
primitive. — On dit qu'il glisse sur lui-même.

55. — Théorème. Par deux droites concourantes on peut
toujours faire passer un plan.

Car on peut leur mener une perpendiculaire commune.
56. — Théorème. Le lieu des points équidistants de deux points

donnés est le plan perpendiculaire au milieu de la droite, qui joint
les deux points.

57. — Théorème. Toute droite qui a deux points dans un plan y
est toute entière contenue.

Soit le plan P perpendiculaire en O à zz'.
1° Soient d'abord deux points À et B équidistants de O dans le

plan P. Si 1 est le milieu de AB, la droite 01 est bissectrice de

l'angle ÀOB et nous savons qu'elle est perpendiculaire à zz'. Donc
I est dans le plan P.

Prenons deux points HFL sur zz' tels que OH ~ OHL On a

évidemment AFI — AFP, BH BH' et aussi AH BFI, car on peut
amener AU sur BFI par une rotation. Donc dans les triangles
isocèles ABH, ABFF, les médianes HI, PLI sont perpendiculaires sur
AB. De plus elles sont égales puisque I est dans le plan P. Donc,
par une rotation autour de AB on peut amener H sur HC Mais
clans cette rotation un point M quelconque cle AB ne bouge pas,
ce qui prouve que MPI MIL et par suite que le point M est dans
le plan P.

2° Soient maintenant deux points quelconques A et B du plan
P ,1 le pied cle la perpendiculaire abaissé de 0 sur AB, B' le point
de AB tel que IB' 1A et joignons OB'. Soit zpz la perpendiculaire

commune à OA et OB' et Pi le plan perpendiculaire à zAz± au
point 0. Ce plan contient la droite AB', car les points A etB' sont
équidistants de 0. Donc il contient aussi le point B et la droite OB.
Par suite la droite zxz\ perpendiculaire à OA et OB se confond
avec zz', et le plan Pv qui contient AB, avec le plan P.

58. — Théorème. Toute droite dun plan, qui passe par le pied
de la perpendiculaire au plan, partage le plan en deux régions.
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Soit P le plan perpendiculaire en 0 à zz' xx' la droite considérée.

Considérons l'ensemble P1 formé des points engendrés par
la semi-droite Ox dans le mouvement de rotation qui amène Ox
sur Ox', pour la première fois ; puis l'ensemble P2 formé des points
engendrés par Ox' dans le même mouvement. Je dis que ces deux
ensembles sont des régions, c'est-à-dire que si M et M' sont deux
points du même ensemble, on peut passer de M à M' par un chemin

continu sans sortir de cet ensemble. Il suffit d'amener OM
sur OM', ce qui amène M en M4, sur OM', puis de suivre le chemin

M}M' sur OM'. De plus, ces régions sont séparées par la
droite x'x. En effet, si M est dans le premier et M' dans le second
ensemble et si un mobile N va de M à M' sur une ligne continue C,
la semi-droite ON se déplace d'une manière continue et par suite
traverse xx' \ donc N traverse aussi xx'.

59. — Théorème. Deux plans qui ont en commun deux droites
concourantes, dont l'une partage les deux plans en deux régions,
coïncident.

Soient PP' deux plans contenant les deux droites D et z/,
concourantes en o. Supposons que D partage P et P' en deux régions
P1, P2 et Pt, P2. Alors J est partagée par le point o en deux semi-
droites z/t, z/2 dont l'une est dans l>1 et P^, et l'autre dans P2 et P2-

Je dis que tout point M d'un des plans est dans l'autre. Supposons

que M soit dans P et par exemple dans la région P2. Soit M'
un point quelconque de Jx, la droite MM' coupe D. Donc elle est
toute entière dans P', et le point M est dans P'.

60. — Théorème. Par chaque point d'un plan on peut mener à
ce plan une perpendiculaire et une seule.

Soit P le plan perpendiculaire en o à la droite zz', ox un point
quelconque de ce plan. Menons par ox une droite quelconque J
dans le plan P. Soit oxzx la perpendiculaire à D et à oox, P, le

plan perpendiculaire à oxzx au point ox. Les plans P et Px passent
tous deux par oox et D. Or D partage P et P4 en deux régions
puisqu'elle passe par o et par ox. Donc les deux plans sont
confondus, et oxzx est perpendiculaire en ox au plan P.

Toute autre perpendiculaire oxzx au plan P au point o, coïncide
avec oizif car elle doit être perpendiculaire à oox et à D.

Remarque. Un plan P peut être considéré comme engendré par
une perpendiculaire ox à une droite zz', perpendiculaire en un
point quelconque o du plan P.

61. — Corollaire I. Toute droite d'un plan partage ce plan en
deux régions. Chacune d'elles s'appelle un semi-plan. La droite
s'appelle le bord ou Yarête du semi-plan.

62. — Corollaire IL On peut toujours faire coïncider deux plans
PP' de façon à amener un point o de P sur un point o' quelconque
de P', et une droite D passant par o dans P sur une droite D'
quelconque passant par o' dans P'.



LE GROUPE DES DÉPLACEMENTS 91

63. — Corollaire III. Une transposition autour d'une droite
quelconque d'un plan retourne le plan sur lui-même.

64. — Théorème. Par deux droites concourantes on peut faire
passer un plan et un seul.

Nous avons déjà vu qu'on en peut faire passer un. lout plan
passant par les deux droites données D et D' est perpendiculaire
à la droite oz, perpendiculaire commune à D et D'. 11 n'y en a

donc qu'un seul.
65. — Corollaire 1. Par une droite et un point on peut faire

passer un plan et un seul.
66. — Corollaire II. Par trois points on peut faire passer un

plan et un seul.
67. — Théorème. Deux plans qui ont un point commun se coupent

suivant une droite.
Soit P et P7 deux plans ayant en commun le point o, oz et oz'

les perpendiculaires à P et P7 en o. La condition nécessaire et
suffisante pour qu'un point M soit sur l'intersection est que la
droite OM soit perpendiculaire à oz et oz'.

68. — Théorème. Tout plan partage l'espace en deux régions.
Soit P le plan perpendiculaire en o à une droite zz', ox une

semi-droite quelconque de P, Q le semi-plan ss', ox; il est partagé

par ox en deux quarts de plan et Q2.
Tout l'espace peut être considéré comme engendré par Q dans

un mouvement de rotation autour de zz'. En effet, un point M
quelconque de l'espace détermine avec zz' un semi-plan Q7 qui
coupe P suivant une semi-droite oxf. Q7 est donc une des positions
de Q.

Dès lors les points de l'espace se partagent en deux ensembles
Ej et E2, suivant qu'ils sont rencontrés par Q4 ou par Q2. En
raisonnant comme pour le théorème du n° 58, on voit facilement que
Et et E2 sont continus, et par suite constituent deux régions de
l'espace, que ces régions sont distinctes et séparées par le plan P.

69. — Théorème. Etant donnés un plan P, une droite D dans ce

plan et deux points o et o7 sur cette droite, il existe un déplacement
qui ramène le plan P sur sa position primitive, sans le retournerf
de façon que la droite D ait glissé sur elle-même et que le point.o
soit venu en o7.

Il suffit de faire une transposition autour de la perpendiculaire
D k oor en son milieu, et située dans le plan P, suivie d'une autre
transposition autour de la perpendiculaire D7 au point o' à la
même droite oo' et située également dans le plan P.

Définition. J'appelle un tel déplacement, un glissement plan
rectiligne. Si on fait varier oo7 à partir de o, on obtient un
mouvement que j'appelle un mouvement de glissemen t plan rectiligne ;
o o' — a s'appelle Yamplitude du mouvement limité qui amène
o en o7.
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