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88’ I'H. ROUSSEAU

une transposition 1" autour d'une charniere 4, perpendiculaire
sur AA" en son milieu. B et C sont venus en B, et C,. On peut
maintenant amener B, en B’ par une rotation autour de la per-
peudiculaire £ a A'B’ et A’B,, au point A’. C, vient alors en C,.
Enfin, une rotation autour de A’B’ amene C, en C,. Comme les
deux charniéeres 4’ et A’B’ sont concourantes, on peut remplacer
le produit des deux dernieres rotations par une seule, R, , autour
d’une charniére 4, passant par A’, et on a D =TR,. ,

49. -— Aperications. Définition. Vappelle triangle la figure for-
mée par trois portions de droite ayant deux a deux une extrémité
commune.

Hauteurs, médianes, bissectrices. Triangle isocele.

Tutortme. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un
triangle soit isocele, est que la médiane et la hauteur issues d’un
sommet soient confondues.

Démonstration par une transposition.

Plan.

50. — Définitions préliminaires. Je dis que 'espace est en mou-
pement s’'1l est soumis a un ensemble continu de transformations,
comprenant la transformation identique.

LLe mouvement est dit ¢ un, deux, ...n parametres, suivant que
cet ensemble est a4 une, deux, ...n dimensions.

Si le mouvement est a un parametre, ce parametre ¢s’appelle le
temps mathématique.

Si- les transformations de l'ensemble sont des déplacements,
on dit que toute figure qui participe au mouvement est de forme
invariable.

Je dirai qu'un mouvement a un parametre est limite, quand
I’ensemble des transformations qui le définit est limité. Il y a alors
deux positions extrémes F et I, pour toute figure qui participe
au mouvement.

La position I, qui correspond a la premiere valeur du para-
métre ¢ s’appelle position initiale et 'autre F, la position finale.

‘Remarquons que tout mouvement limité a un parametre définit
une transformation, savoir celle qui fait correspondre a la confi-
guration initiale E; de I’espace la configuration finale E,.

On dit que deux mouvements limités sont équivalents quand ils
définissent la méme transformation.

Vappelle mouyvement de rotation le mouvement défini par un
ensemble continu de rotations. .

51. — Définition. Vappelle plan la ligure engendrée par une
semi-droite ox, perpendiculaire & une droite zz’, dans un mouve-
ment de rotation autour de sz'. Le plan est une surface, car c’est
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. . . - L !
un ensemble ponctuel & deux dimensions. Le plan et la droite z5

sont dits perpendiculaires.
!/

Remarque. Le plan est complétement défini par la droite 23" et
le point o.

= S b J ’ s 7 4 .

52. — Tukorkme 1. Deux plans quelconques sont egaux.

Soient deux plans P et P, définis par ladroite zz’ et le point 0, la
droite z,z,, et le point o,. 11 suffit de faire coincider 5z',0 et z,5,,0,,
pour que les deux plans coincident. ‘

53. — Tutorkme 1. Toute transposition autour d'une droite pas-
sant par le pied de la perpendiculaire a un plan, et situec dans ce
plan, retourne le plan sur lui-méme.

54. — Tutoreme III. Dans un mouvement de rotation autour de
la perpendiculaire o un plan, le plan coincide avec sa position
primitive. — On dit qu’il glisse sur lui-méme:

55. — Tukorime. Par deux droites concourantes on peul tou-
Jjours faire passer un plan.

Car on peut leur mener une perpendiculaire commune.

56. — TutorkmE. Le liew des points équidistants de dewx points
donnés est le plan perpendiculaire au milieu de la droite qui joint
les deux points.

57. — Tukorkme. Toute droite qui a deux points dans un plan y
est toute entiere contenue.

Soit le plan P perpendiculaire en O a zz

1° Soient d’abord deux points A et B équidistants de O dans le
plan P. Si | est le milieu de AB, la droite Ol est bissectrice de
I'angle AOB et nous savons qu’elle est perpendiculairea zz’. Done
I est dans le plan P. |

Prenons deux points HH' sur zz’ tels que OH = OH’. On a évi-
demment AH — AH’, BH — BH’ et aussi AH = BH, car on peut
amener AH sur BH par une rotation. Donc dans les triangles iso-
celes ABH, ABH', les médianes HI, H'l sont perpendiculaires sur
AB. De plus elles sont égales puisque [ est dans le plan P. Donec,
par une rotation autour de AB on peut amener H sur H’. Mais
dans cette rotation un point M quelconque de AB ne bouge pas,
ce qui prouve que MH — MH' et par suite que le point M est dans
le plan P.

2° Soient maintenant deux points quelconques A et B du plan
P,1 le pied de la perpendiculaire abaissé de O sur AB, B’ le point
de AB tel que IB’ = IA et joignons OB’. Soit z,z la perpendicu-

/

laire commune a OA et OB’ et P, le plan perpendiculaire & z,z, au
point O. Ce plan contient la droite AB’, car les points A et B’ sont
équidistants de O. Donec il contient aussi le point B et la droite OB.
Par suite la droite z,z, perpendiculaire a OA et OB se confond
avec zz', et le plan P, qui contient AB, avec le plan P.

58. — Tukorkme. Toute droite d'un plan, qui passe par le pied
de la perpendiculaire au plan, partage le plan en deux régions.
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Soit Ple plan perpendiculaire en O & z5’, 22’ la droite consi-
dérée. Considérons I'ensemble P, formé des points engendrés par
la semi-droite O dans le mouvement de rotation qui améne Oux
sur Oz’, pour la premiére fois ; puis 'ensemble P, formé des points
engendrés par Ox’ dans le méme mouvement. Je dis que ces deux
ensembles sont des régions, ¢’est-a-dire que si M et M’ sont deux
points du méme ensemble, on peut passer de M & M" par un che-
min continu sans sortir de cet ensemble. 11 sutlit d’amener OM
sur OM’, ce qui ameéne M en M,, sur OM’, puis de suivre le che-
min M, M’ sur OM’. De plus, ces régions sont séparées par la
droite r x. En effet, si M est dans le premier et M" dans le second
ensemble et si un moblle Nvade Ma M’ sur une ligne continue C,
la semi-droite ON se déplace d’'une maniére continue et par suite
traverse x2'; donce N traverse aussi z.x'.

59. — Tuiorime. Deux plans qui ont en commun deux droites
concourantes, dont Cune partage les deux plans en deux régions,
coincident. : :

Soient PP’ deux plans contenant les deux droites D et 4, con-
courantes en 0. Supposons que D partage P et P’ en deux régions
P,, P, et P, P.. Alors 4 est partagée par le point o en deux semi-

(1101tes A, J dontl une est dans P, et P, et Pautre dans P, et P,-

Je dis que tout point M d’un des plans est dans autre. Suppo-
sons (ue M soit dans P et par exemple dans la région P,. Soit M’
un point (quelconque de A,, la droite MM’ coupe D. Done elle est
toute entiere dans P’ et le point M est dans P’.

60. — Taéoreme. Par chaque point d’un plan on peut. mener «
ce plan une perpendiculaire et une seule.

Soit P le plan perpendiculaire en o a la droite sz, 0, un point
quelconque de ce plan. Menons par o, une droite quelconque 4
dans le plan P. Soit 0,3, la perpendiculaire a D et a 0o,, P, le
plan perpendiculaire & 0,z, au point o,. Les plans P et P, passent
tous deux par oo, et D. Or D partage P et P, en deux régions
puisqu’elle passe par o et par o,. Donc les deux plans sont con-
fondus, et 0,z, est perpendiculaire en o, au plan P.

Toute autre perpendiculaire 0,5, au plan P au point o, coincide
avec 0,z,, car elle doit étre perpendiculaire a oo, et a D.

Remargue. Un plan P peut étre consmlere comme engendré par
une perpendiculaire ox a une droite zz’, perpendiculaire en un
point quelconque o du plan P.

61. — Corollaire I. Toute droite d'un plan partage ce plan en
deux régions. Chacune d’elles s’appelle un semi-plan. lL.a droite
s’appelle le bord ou I'aréte du semi-plan.

62. — Corollaire I11. On peut toujours faire coincider deux plans
PP’ de facon a amener un point o de P sur un point o’ quelconque
de P’, et une droite D passant par o dans P sur une droite D’
quelconque passant par o’ dans P’. |




LE GROUPE DES DEPLACEMENTS 91

63. — Corollaire IIl. Une transposition autour d’une droite
quelconque d’un plan retourne le plan sur lui-méme. .
- 4. — Tutortme. Par dewr droites concourantes on peut fatre

passer un plan et un seul.

Nous avons déja vu qu'on en peut faire passer un. Tout plan
passant par les deux droites données D et D’ est perpendiculaire
a la droite o3, perpendiculaire commune a D et D’. lI'n’y en a
donc qu'un seul.

65. — Corollaire 1. Par une droite et un point on peut faire
passer un plan et un seul.

66. — Corollaire [1. Par trois points on peut faire passer un
plan et un seul. |

67. — Tukortme. Deux plans quiont un point commun se coupent
suivant une droite.

Soit P et P’ deux plans ayant en commun le point o, 0z et oz’
les perpendiculaires a P et P’ en 0. La condition nécessaire et
suffisante pour quun point M soit sur l'intersection est que la
droite OM soit perpendiculaire a 0z et 03’. '

68. — Tutorime. Tout plan partage Uespace en deux régions.

Soit P le plan perpendiculaire en o a une droite zz’, ox une
semi-droite quelconque de P, () le semi-plan zz’, ox: il est par-
tagé par o en deux quarts de plan Q, et Q,.

Tout 'espace peut étre considéré comme engendré par () dans
un mouvement de rotation autour de zz'. En effet, un point M
quelconque de l'espace détermine avec zz' un semi-plan Q' qui
coupe P suivant une semi-droite oz’. Q' est donc une des positions
de Q. |

Dés lors les points de 'espace se partagent en deux ensembles
I, et E,, suivant qu’ils sont rencontrés par ), ou par Q,. En rai-
sonnant comme pour le théoréme du n°58, on voit facilement que
I, et E, sont continus, et par suite constituent deux régions de
I’espace, que ces régions sont distinctes et séparées par le plan P.

69. — Tutortme. Etant donnés un plan P, une droite D dans ce
plan et deux points o et o' sur cette droite, il existe un déplacement
qui ramene le plan P sur sa position primitive, sans le retourner,
de facon que la droite D ait glissé sur elle-méme et que le point.o
soit veni en o'.

11 suffit de faire une transposition autour de la perpendiculaire
D a4 o0 en son milieu, et située dans le plan P, suivie d’'une autre
transposition autour de la perpendiculaire D’ au point o’ a la
méme droite 0o’ et située également dans le plan P.

Définition. Jappelle un tel déplacement, un glissement plan
rectiligne. Si on fait varier oo’ & partir de o, on obtient un mou-
vement que j’appelle un mouvement de glissement plan rectiligne;

00" = «a s’appelle Vamplitude du mouvement limité qui amene
!/
oeno'.
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