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28% E. BARBETTE

Mais quant a le définir, cela me parait bien difficile; il ne saurait
étre organisé a notre image, il ne nous est donc pas possible de
le concevoir.

Conclusion. — En étudiant les conquétes de V'esprit humain, il
semble qu’il y aurait un moyen de raisonner sur les questions qui
divisent le plus les hommes; ce serait de ne rien affirmer a priori,
de ne pas poser d’axiomes car nous ne sommes, hélas, strs de
rien, si ce n’est que nous éprouvons des sensations dont nous
avons toujours ignoré les causes.

Sans rien affirmer on ferait des hypotheses pour en tirer des
conclusions. Auraient raison alors ceux qui de leurs hypotheses
auraient su tirer le plus grand nombre de conclusions remarqua-
bles, utiles et non contradictoires.

Ne semble-t-il pas maintenant que, avant d’aborder I'étude de la
philosophie, il est nécessaire d’avoir parcouru le cycle des con-
naissances humaines pour profiter de tous les renseignements que
peuvent fournir les sciences et s’étre assimilé les méthodes em-
ployées pour découvrir la vérité ?

SUR LA DETERMINATION DU TAUX
DANS LE PROBLEME DES ANNUITES

De la formule
. — Ar(t +r)"

(t+n"—1

dans laquelle @ représente l'annuité & payer pendant n an-
nées pour amortir un emprunt A au taux de » pour un franc,

en posant % — «, on dédait :
(1 —oar)(l +n"=1. (1)
Si n = 1, cette relation devient

M1 —or(1+r =1 d’ou P
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Si n = 2, I'équation (1) devient
1—oar)(l +rt=1

ar? + (2 — 1) r — (2 — a) =0

d'ou ,
=20+ 1+ Yha + 1
"= 2a '
St n > 21 posons
h . r
r= g7 douw/z_,l_{_r

en sorte que r et & croissent ou décroissent en méme temps.
L’équation (1) devient successivement :

—q 2 RS
1 —f(a+1).h=1 1 h + 1 2.]1 1 5 5 h
+ . + (__ 1)IL+1 . h”+1 ,
n+1 n . rz+1 n n—1 .,
1 §.h_(z-—a)—[— ‘3 3 h
n+1 n n—1 n—2
Nl Dt 20 SRRV
2(n—a) n—1 ., n—1 n—2
b . h? — P
(12—}—1)n+ 3 . 3 '
+ ... —2—-————(;— b L
CE

! De I’équation (1), nous pourrions déduire une limite supérieure et une hmlte inférieure de
r, malheurensement trop éloignées, en observant que

1—ar>0 ét 1—aury(1 4+ nr) <1

d’on

T ———
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d'oit en représentant la constante ~"“ =% nar J, :
A I 0N T P L
n—1 . n—1 n—2
h — hy =5 h? — 5 . - h3
n—1 n—2 n—3 2 (— 1)*+! |
' ‘ Rt — = A" 2
T3 A 5 w1 " 2)

Observons que, dans le second membre de cette égalité,

idme 4o T 4o L, . n—s g
le s terme T, égale le précédent T,_, multiplié par — i i

par suite un terme, considéré en valeur absolue, sera moin-
dre que le précédent tant que nous aurons

n — n—s r

S
1 .
9-|—2h< ou s + 2 1-—f—1‘<1
c'est-a-dire,
. 9 / 2
n<5—;t_—+2(s—}—l) ou n<1—001—((i)j_—)+2(8+’1)-
: ”

Quand cette condition sera vérifiée, en s’arrétant dans
I’évaluation de /2 & un terme de rang quelconque de la suite
(2), Perreur commise sera moindre que le premier terme né-
gligé, pris en valeur absolue. '

Le tableau suivant, 4 double enlrée, donne une limite su-
périeure de n pour des valeurs de 7 variant de 0,01 a 0,14 et
des valeurs de s variant de 1 4 10. Nous avons indiqué, en
caracteres gras, la limite de n immédialement supérieure au
nombre 100.

Pour obtenir la raison ¢ des valeurs de n suivant une
méme ligne horizontale du tableau, observons qu’elle est la
différence entre deux limites consécutives de n pour une va-
leur constante de r ; elle est done

(100 (s 4 1) 4 200

: 100 s 4+ 200
— 100 r

+2<s+2)§__g—mr 20 4 1)

100 100 + 200 r
=fmort?® v 100 7




SLOV | 786 | 68 | 708 | T z9 | =ee | ey |, | T 5T°0 ~6
Soir 1 Svor | D | Ses | Ta [ Hee [ Yo | Hoy | g 25 e1'0 6
ger | euin | S0 16 | g08 | Fos 09 | z6v | 68 67 210 <01
el ozr | Sgor |G [ Fes | Te |V |Tes | Yie 1140 R
47 0€7 qat 907 76 28 0L 8¢ 9y 78 010 a7
Sear | T | Tean o | fwov | Tes | c9. | weo | yos | gce 60°0 Zer
sy | Seer el | T sar 79 | T66 @8 | Soc 9¢ | S 80°0 Sy1
Lepr | TeLr | g09T | FuML | fsar eV | <% | 6L | T€9 | 597 £0°0 =97
wze | Teos | T8y | 991 | b | Ssal o%F | S16 | Fa 56 900 281
9z | 0%% 81z | 967 50T 431 081 807 98 59 200 de
e%e G6% 89% 19¢ Y1C L8 097 €er 907 6L 700 LG
sor | Loge | Lice ore | Soss | Taue 01z | TuLl | % 6eT 707 £0°0 £
az9 | 08 g1e 997 B1Y 298 018 8¢% 902 ¥e1 | @00 o
ceel | 0GIb | 8T0T | 916 718 47 019 80¢ 90% 708 10°0 201
ezt MNIMI”V: e+ MMIMMV: E+%%Vs @ﬁ._.c%m >Sulpr4 g%wﬁ >u S+.$@Vs o1+ ,%W.Vz w+mmm ulg |_rkou_%mﬁ uly +.%,|AMV= 4 op auoqes émﬁ.e.ﬁ_,.ﬁci“%
01 =>5 6=s g=s L=s§ 9=s c=s =5 g=s g=s p== g ]




288 E. BARBETTE

Afin de bien saisir I'importance de ce tableau, observons
par exemple, que si » = 0,04, les termes de la suite (2) iront
en décroissant: a partir du 1°f terme si n < 79 ; a partir du
27 51 79 = n < 106; a partir du 3™ si 106 = n < 133; et
ainsi de suite. Ou encore, si n = 100 et si, dans les calculs,
nous constatons que les termes de la suite (2) vont en décrois-
sant a partir du 1°" terme, c'est que » < 0,04 si ces termes
vont en décroissant a partir du 2™°, c’est que 0,04 = r < 0,05;
s'ils vont en décroissant & partir du 3™, c’est que 0,05 =< r
< 0,06; et ainsi de suite.

Valeurs approximatives de h et de r. De la relation (2),.
nous déduisons successivement des valeurs de plus en plus
approchées de /i et par suite, de 1 :

/ _2(n—a N hy
Tin+1)n T — Ry
n—1 s n—1 n—2 s n—1 n—2 n—3 4
/12:111+T.h1n 3 ‘T'h1+ R T TR .k1
. . hz
—_'”’rz_i—hz'
n—1 ¢+ n—1 n—2 3 n—1 n—2 n—3 s
h3:k1+—3——.h2——‘—3—. 4 .]22+ 3 F 4 . 5 .k2
hyg
— n R == .
 u—
n—1 = n—1 n—2 s n—1 n—2 n-3 .4
hp+1:],1+——3——.kp———3—.T.lzp+ T T E .hp
hp+1

Représentons par

n—1
ll})+1,1 e h1 + . 3 . h:’

71——1» n—1 n—2
hp41,2 = hy + 3 k; - A h;
, n—1. 2 n—1 n—2 3 n—1 n—2 n—3 4
hp41,3 = hy + 3 .hp— T .hp—i— 5T TE hp

, ‘ n—1 2 n—1 n— 2 3
h[)+l,g:k1+ 3 . hp—- 3 . . hp+...

4

+in —1 n — 2 n—gq q41
+ (—1) 5 T "'q+2'hp

les approximations successives de /A,y .
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La valeur de £, étant déterminée, calculons ]l‘_)"_)ql_‘] et /z._),gq1
de maniere que la différence (32, —1 — hg,0q,) sOI1L suflisam-
ment petite, par exemple moindre que 0,0001 ; puis cher-
chons dans les mémes conditions /3., 1 et hs 24, s /2,4,29,3_1 et
ltssg . ... en remplacant dans /3 le nombre 2z par /a9, (va-
leur moindre que %), dans 2, le nombre A; par 235, (valeur
moindre que A3}, ... ; il s’ensuit que les valeurs approxima-
tives de r de rang impair

C Tagg 10 Taeg 10 Tagg -1 o "p+-1,2qp_1 L (3)
sont respectivement plus grandes que

ry , ry , A s Tppy , .

tandis que les valeurs approximatives de r de rang pair

rg’qu 3 r3’292 y 4,2q3 g wem 9 'p+1,2qp 5 v e (4)

sont respectivement plus petites que
'12 . ]13 s ]14 5 .’.. ) \rP+1 y

Les suites (3) et (4) satisfont aux trois conditions ci-apreés :
1° Les deux suites sont croissantes ;
2° Les différences (r,q1,99 —1 — 7rpog—1) et (rpyn,e,
P p—1 »
— /'P,qu—l) , pour p croissant, deviennent de plus en plus
petites ; '
3° Les nombres Fp1,2 - et Tptt2g s qui comprennent
rp+1 , sont tels que leur différence (7‘P+1,2qp__1 — rp_{_qu) peut

devenir moindre et rester moindre que tout nombre positif
donné, si petit soit-il. ,

THEOREME. S7 la premiére suite a pour limite r, la seconde
a la méme limite.

En effet

F— ”p+1,24p = (rp-—}—l,Qq——l — Tp41, 2 ) — ("p+1,2g_1 —r).
)2 p P

Or limite ("p+1,29,—1 — I'py1,20,) = 0 en vertu de la troi-
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sieme condition de convergence et limite (1,41, 2g,—1 — 1) =10
par hypothése; par suite

limite (r — rp+1,‘2l]p) — 0.

Observation. Du théoreme qui précéde, nous déduisons
que la détermination de I'une des deux suites, dela premiere
par exemple, permet de calculer » lrés approximativement :

lorsque l'une des différences (rp+1,2gp_1—~1'p,gq_1) sera

r—1 .

moindre que 0,0001, le nombre 7, 5,4 représentera. a fort
p—1

peu pres, la valeur de r; si cette différence dépasse 0,0001

de trés peu, le nombre r,44,5, —1 donnera la valenr de .
P

Cette valeur pourra s'obtenir de deux facons, soit en prenant
¢ + 1=n, soit en prenant ¢ + 1 < n .

A. — Dans LE PREMIER cAS, ¢ + 1 = 1 : nous calculerons
pour p==1,p=2,p=23,... les valeurs de /&,yq ,1 et
nous en déduirons celles de r, 44 ,—1 . o

Exemple. On donne n = 4 et o — i—? = 3,7170984.

Par suite

/’e:kl—{—hg——;h:"-{—j—h“.

10

to b =TT 00982902  dion m = 0.02011

‘ Y+ ’ o Lt '
‘ , s 1 1

Q0 /l2 - hl + /Zl _— 5_, hl + ?1'6 /’l1 .

,2
hy , = hy + K = 0,0282902 + 0,0007980 = 0,0290882 ;

- 1
hy,s = hy,1 — 5 hy = 0,0200882 — 0,0000112 = 0,0290770
1
hy g = hy 5 + 15 k= 0,0200770 4 0,0000006 = 0,0290776 ;
hys 0,0290776

= — J/
fa8 = hy 5 0,970922% — Ull2sas,

S SRR T o
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\ 2 1 s 1 4
30 hy =— hy 4 ]12 — 3 /12 -+ 1% /12 .
by, = hy 4 I* = 0,0282902 + 0,0008455 = 0,0291357 ;
hy.s = hy,y — 5 K = 0,0291357 — 0,0000122 = 0,0291235 ;

hy o= hy 5 + 11—0 hy = 0,0291235 + 0,0000007 = 0,0291242 ;

hys 0,0291242
s.  0.9708758

H Ol1 i )
L — 1y = 0,00005 < 0,0001 ;

= (,02999 .

par suite
r— 0,0299 — 0,03 environ .

e

(. TaroreME. Considérons la somme

S,= 0 — Qs -+ a3 — a5y + ..... +a,_, T a,

a termes alternalivement positifs et négatifs, en sorte que

Sy T 4
Sg T 1 — Uy
S3 = Uy — A + a3

..............

N
|
=
|
D
[
-
N
©3
|
Iy

Ajoulons

n

Esz‘:(‘l'”‘—az' (n—1)4+a.(n—2)—a,.(n—38) + .
/l .
¥a,_-2Fa,. 1

puis divisons par n :

| 1 n—1 n—2 n 3
=a — a as . — — a ..
n 2 n ¥ 4
—_ 2 1
-+ an~1 - -_—L— Ap + - .
n n
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Il s’ensuit que

n

sl ! .
1 g 1 a 2 3
s — = — ay . — 2. — . — Ay . — + .....
n n n ! n+
— n—2 n—1
Fa, . +a, .
n 1 n n n
et
n
>
1 2
6’1,: = — g —;‘—}— 3 - — Q4 —+ .....
— n— 2 n—1
= By q n ian‘ n

Par conséquent, si

3 n— 2

1 2
a,.’-z>az.’;>a4.’—1> ..... >an__1. = >(ln.

ou
ar. 1 >0a.2>a.3>....>a, ,.n—2>a,.(n—1)

en prenant

n
ES
1
s =

n n

'erreur commise sera moindre que
1

dg . — .
n

Observation. Ce théoreme sera applicable au calcul de A
tant que nous aurons

T,_, . (s—2>T,.(s—1

ou

r rn n—s .
FS_1.(3—2)>18__1.S+2/L.(s——l)

s—2 s 42

h .
<s———’l n—s
r s —2 s 2
: << . +
1 47 s—1 n—s
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’

(s* — 4) 100 2s* — s — 4
TS 5= 1) 100 r s—1 -
Dans le probléme qui précede :
Si nous prenons

fas t has o+ has g 0990809
3

112 :'

0.0000112

Perreur commise est moindre que 5 — 0,0000037 ...
a fortiori, moindre que 0,00001. Par suite
ks 0,02908
"= 1 ", 0,97092 0,02995 .
Si nous prenons

hy — Mo ]’;2 + fas 0291278
, . . 0,0000122
Perreur commise est moindre que ———— = 0,0000040....

a fortiori, moindre que 0,00001. Par suite

/

_0,02912

T e = 29
s = G708 — 0002999 -

293

ot

Or r,— r, = 0,00004 < 0,0001 ; nous pouvons done pren-

dre 7 = 0,0299 — 0,03 environ .

B. — Daxs 1E sEconp aas, ¢ + 1 < n:nous suivrons la

méthode générale précédemment exposée.

Exemple. On donne n —= 25 et o = é = 15.6220799 .

Par suite

h=hs + 8k — 46 1 4 202,4 h* — 708,45 k® + 2024 15 — 4807 K + ...

. 2(n — a)
1 — — —_— = 2 :
0 | hy = 0,0288551 ;
d’ou
rs — 0,02971 .

[’Enseignement mathém., 11¢ annde ; 1909,
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20 hy=h + 8 ) — 46 b + 2024 K} — 708,4 h} + .

hoso=h + 8 & = 0,0288551 4 0,0066609 — 0,0355160 ;

hy.s = hg.y — 46 h = 0,0355160 — 0,0011051 = 0,0344109 ;

hys — ha g + 202,54 h, = 0,0344109 4 0,0001403 — 0,0345512 ;

L N N T e

hy., = hy 5 — 708,45 h° = 0,0345512 — 0,0000141 = 0,0345371 ;

Observons que 7, , et &, , difféerent de moins de 0,0001 et pre-
nons r,, pour valeur de , :

has __ 0,0345512 o
= Ty, 0,9654488 0,03579 .

30 /—/11—{—8/1—&6/1—{—-2024/1——708 ]l—|—
hsy = h, + 8 I = 0,0288551 + 0,0095425 — 0,0383976 ;

hs 2 = hy,y — 46 h,, == 0,0383976 — 0,0018950 = 0,0365026 ;

2 4
hy 5 = hy.y + 202,4 B, = 0,0365026 4 0,0002879 = 0,0367905 ;
hy.s = hy 5 — 708,4 k= 0,0367905 — 0,0000348 = 0,0367557 ;
- hes  _ 0,0367905 Epp—

1 — /13 3 O 9632095
ho hy = hy 4 8 I, — 46 h + 202,4 708,% h + .

hyyy—="~"h -+ .8 ]I; = 0,0288551 4 0,0108078 = 0,0396629 ;
hays = hgy — 46  h_, = 0,0396629 — 0,0022842 — 0,0373787 ;
ll4‘3 _ Ilq)g + 202,4 ]1

‘7144__/143——— 708,4 h

— 0,0373787 4~ 0,0003896 — 0,0377683 ;

3
3,
4
3y
5
3

— 0,0377683 — 0,0000501 — 0,0377182 ;

4

hes _ 0,0377683

L IS b il 25 |

ry 3 ——

50 hs = hy + 8 by, — 46 1% 4 2024 b — 708,4 h; + ...

hg s =", -+ 8 h,, = 0,0288551 4 0,0113773 — 0,0402324% ;

)4 ’

hs o= ls,y — 46 h, , — 0,040232% — 0,0024684 — 0,0377640 ;

4 ’ »

= 0,0377640 + 0,0004092 — 0,0381732 ;

’
4

— 0,0381732 — 0,0000540 — 0,0381192 ;

’
4

|

4
3
4.
hs.s = hs.g + 202,4 k.
/l;, 44— h;,,g ot 708,!} ]li

s, g — ]?5‘3 . 0,0381732
1 — ll5 3 - 0,9618268

= 0,03969.
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6o hy = hy + 8 b — 46 h, + 2024 hy — 708,54 h + ...

Pttt

hei="hy + 8 Kk, =0,0288551 + 0,0116246 = 0,0404797 ;
/25,2 pr— 116,1 i 46 ]}z i
b,

he s = hg,s — 708,4 h:4 — 0,0383591 — 0,0000570 = 0,0383021 ;

— 0,0404797 — 0,0025480 — 0,0379317 ;

i

‘he.» + 202,4 11:,4 — 0,0379317 4 0,0004274 — 0,0383591 ;

_ hes _0,0383591 _
s = T o, T 0,0616409 0000
To hy=hy + 8 kK — 46 B + 202,4 k' — 08,4 k) + ... |

hia—=h, + 8 k. —0,0288551 4+ 0,0117714 — 0,0406265

2
6.4
3

hs = b7y — 46 K, == 0,0406265 — 0,0025963 — 0,0380302

y

|
| his = hey 4 202,4 B: = 0,0380302 + 0,0004382 = 0,038468%
i hrs = hig — 7084 k. = 0,038468% — 0,0000588 = 0,0384096

~ e

_ hey _ 0,038468%
"ot " k. 0,9615316

= 0,04000 :

puisque ry3 — 14,3 differe, a fort peu prés, de 0,0001, nous
pouvons prendre r = 0,04.

En pratique, il n’est pas nécessaire de calculer les valeurs
successives de r; 1l suflit de déterminer deux valeurs consé-
cutives 1, et /i, de & différant, a fort peu prés, de 0,0001 :

. . . . . hpgn
la valeur de r sera trés approximativement égale & ; ”+h '
p1

- E. BarserTE (Liége).




	SUR LA DÉTERMINATION DU TAUX DANS LE PROBLÈME DES ANNUITÉS

