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144 . C. CAILLER

décide a publier cette courte note. Pour terminer je crois
utile de faire remarquer qu’elle semble confirmer 'opinion
que les solutions les plus naturelles dans la base et les plus
sumples dans l'exécution de questions de Géométrie descriptive
(€lémentaire) s'obtiennent par Uemploi des théories de la Géo-

métrie de position.
Gino Loria (Génes).

SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLE
- DANS LES DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR

La détermination directe de la m= dérivée, si importante
dans les applications de la série de Taylor, spécialement
pour la discussion du reste, se heurte a des difficultés sé-
rieuses qui ne peuvent guere étre vaincues que dans quel-
ques cas particuliers. On me permettra de citer ici, comme
pouvant quelquefois rendre de bons services dans ce genre
de question, une formule aussi simple que peu connue.

‘Soient une fonction y = f(x) de la variable x, F(y) une
fonction de fonction, suivant la terminologie en usage dans
les éléments du Calcul différentiel. On demande d’exprimer

m
la m*=° dérivée par rapport a z, - F(y), par des dérivées
relatives 4 la variable y. La réponse a ce probleme est con-
tenue dans la formule |

) m m W m+4-1

d,n F(y) = P—,—n () 9" (y) (y{-l) i ) (1)
dx oy $—x
dont voici la signification. La fonction inverse de f est dési-
gnée par ¢, de sorte que l'équation y = f{x) se résout ainsi
x = ¢(y); en outre, il faut au second membre de (1), calculer
d’abord les dérivées en y, sans toucher a x, puis remplacer
dans le résultat y par f(z), ou x par o(y).




R —

LE CHANGEMENT DE VARIABLLE 145
~Commencons par donner quelques exemples de la formule
dont il s’agit; nous représentons constamment par 8 le quo-

tient |

B — y—1
9 — X
1° Exemple. — y étant lide & x par la relation

y—ayly)l = a .

on demande de déterminer le terme géuéral de la série de
Lagrange par laquelle I (y) est développée suivant les puis-

n

sances de x ; autrement dit on cherche I'expression — I (y)
dx
pour la valeur particuliere x — 0.
. —a g —(y—ayy Ca
lei 9(y) = Lﬂ;)— , 9 y) = 4 U?g ki ; fle) ne saurait étre

obtenu explicitement, mais comme il suflit d’avoir 8 quand
£ =0, f(x) se remplacera par a, et § par ¢(y). On a alors en
vertu de (1), pour x = 0,

dl)l OHZ

F(y) = — F(« m—%ty ey Al g ,’
dxl)l (3) b:)_1)1 (3)‘P (J ) {J’ (’ (l)’# J

étant bien entendu que la letire y sera remplacée, aprés dé-
rivation, par sa valeur «. Le second membre s’écrit évidem-
ment

dm . . am— 1 i - /
T D) —m g Fla ™ T g )
puis
dnl—1 7 / |
—T [F" (@)™ (a) + mF (a) "~ (@)Y (a) — mF (a) "~ @)Y ()] ,
et enfin
dm—l
da'lz—l F’ (C(,) ’1”"1((() ;

; fd
c'est le résultat connu.

2" Exemple.
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On a immédiatement

dm ( ) . /] m dlﬂ ( ) (.m__1 .
m m+l d m N, -

n
) 2 (’") =) — gy TR ),

et dans la somme, il faut prendre pour p et ¢ toutes les solu-
tions entiéres et positives de 'équation p + ¢ = m. Le ré-
sultat définitif se lira plutot

a" 1 (— 1" (m ‘ 1
e F (;) = o 2 (;) (m —1)(m — 2) ... (m — gq) I F(P) (;) .

3° Exemple.

%
A
s
l
-
|
j—a

[,
I
=

On a de méme
€ mnm
d i F( - x ) —
da™ xr —1
/)1 m
,,, E ( ) m _ 2) 3 (m _— (/) (:) . ,1~)m——1--q F(p) (_’)) —
) E(m) m—1)y(m—2)... (m — q) F (_N).
2m (x — 1)(1

40 E.x;emple.

v o § _._2 _7—“/1: i .
y=vVx, a=y, =g~ =_ =

Ainsi, par un calcul des plus simples,

a" R x)
dx™ ‘/JC

q\mn N ("l—])-{—i)(m—p—}-2)---(2"1—-}7) F(P)(‘/E_)
A=A 2 (=1 1.2.3...p 2/ zjEm—r+1

p=0

s A 3/
et Pon aurait de méme pour le cas y =\ &

m d™m Ty . __’_
: Som ‘{/‘T =3 m U)‘ m41 ‘ ° ‘q/x
dar’ & A" (o + ay 4 a?)
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hy

5° Exemple. — Prenons ¢(y) = 7 égal au quotient
de deux polynomes quadratiques in = a,y% + b,y + ¢, , et
h, = a,y® 4+ by + c,. Dans le faisceau A, — a2/, existent, on
le sait, deux carrés parfails correspondant aux racines de
I'équation

g(x) = (by — byx)® — b4(ay; — ayx)(cs — c1x) == 0 .

En méme temps les points doubles de 'involution, autre-
ment dit les valeurs de y correspondant & ces racines sont
données directement par l'équation H = Ak, — A,/ = 0 ;

on sait que /g (x) = o ety de plus, ¢'(y) = - St fo, £
1
sont les deux solutions tirées pour y de la relation

foy — xhy = 0, on a évidemment

N
/1_ fi= Ay — ax
— h
—p XTh 1 L
}9 Fig — Rk (as — ayx) (y — /z\
;\insi

oy L B
dx™ - (ag _ alx)m—l—l b_)'m (] . ﬁi)m+1 ’

par suite, si Pon pose pour abréger F(y)HAim—1 = ¢(y), on
aura en exécutant les dérivations et remplacant y par f; (x),

An — axm-{—l i{_’i F () —
s — & B9}
E (— 1)"1—}7 (m“P+1)(m—.p+2}...(Zm—-—p)‘p(wm') (EE:;M)Zm—{—l-—p'
0 , 1.2.3 . p Vg(x)

Si, pér exemple, on prend ¢(y) = 1, on obtient la formule
remarquable '

am 1 . m{m 4+ 1)(m + 2) ... 2m ;
m m e T (—— 1) (az — 611.%‘) " .
da™ k" g(a) m4t =
| gle) 2
Démonstration. — Venons maintenant i la démonstration

de la formule (1); elle s’obtient d’abord comme. une consé-
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quence immédiale de l'intégrale de Cauchy envisagée dans
la théorie des fonctions. La démonstration que voici, plus
générale et pour le moins aussi simple, ne réclame que les
elementq du calcul différentiel.

Soit, comme plus haut, 8 le rapport é—}é dont la limite

esl a = f'1x), quand y s’approche de x. On a

Q_ﬁ__ y —f[—elg—xl __ f.— “ﬁ
oa (p — ) Ty —f

identité qui peut s’écrire aussi

g =i (2.

.2’ m

multiplions-en les deux membres par le produit ¢’ I, puis
: i
différentions m fois par rapport a y, il vient

bm . > 0m——l . 0m o Bm
Fﬁ_{“ ) =« — ?ﬁ +3—~f) ”m ]499 — § -

b)m 0y mel m 4
d 0m—-l 7 m
I)L:-— — "o’ ﬁ-—— )
o 09."1-— m
Si 'on fait maintenant v == /., ce qui donne
) _
d B 0
a — )
d?( o Oy

le second terme disparait et il vient

o m-1 o 0N, am d (\m———l ‘ ’r pm
) = (ke e = S P8

Donc, si I'équation (1) est satisfaite pour m == 0, elle de-
meure exacte pour toute valeur de m; il en est bien ainsi,
puisque\ Fo'f3 tend vers Fo'a = I,

Comme on le voit, la démonstration repose en définitive
sur 1’hyp0thése que les différentes quantités telles que

" m 0 m LI L .
rye (57) ou — bon g (8”) admettent des limites finies quand ¥y

tend vers f(x); voici sur ce point quelques remarques presque
évidentes
- Si les fonctions f(x) et p(x) sont toutes les deux finies, avec
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leurs dérivées d'ordre quelconque, dans un intervalle com-
prenant les points « et b, et que de plus ¢ (a) soit diflérent
de zéro, les expressions

D/n—l—ll </({)) — f’(ﬂ'>'\l | (2)

0™ oa™ \@ b)) — ela)

ol s est un entier positil, atteignent chacune une limite finie
quand b tend vers «. Cela résulte simplement du fait que le

rapporl '
</‘(l)) — fla) >
yi{b) — 9la)

étant ordonné suivant les puissances de b — a, commence
: . a)\ ¢ : gy s 1y .
par le terme fini </—,<EZ—;> ; les coeflicients seront d’ailleurs
¢
evxdemment des fonctions entieres de f'(a), f"(a), ["(a)... ;

¢" (@), " (@) ... et contiendront en diviseur la seule quan-
tité o (a)

Pour calculer les diverses quantités telles que (2), on em-
ploiera le *moyen suivant. Soient B, , I’'expression (2) et
A, n sa limite ; puisqu’on doit faire finalement b = «, on a
d 0 0
=0T o done

dA d

m, n

da — Am, n41 + A”l-i-'l, no O ‘A”l, n+l = Jg A”“ no A’”"}"l’ "

formule récurrente par laquelle la détermination de A nesl
ramenée a celle de A, oou A,
Quant a celte derniére, remarquons que, quelle que soit la
fonction flx),
o
ob™

(rib) — r1a))*

a pour limite la quantité, ou D deswne le symbole de déri-
vation,
Amf: Dm/-s(a) ___ _/‘i_ /(({) Dm,f.'_-:a—wl ((6) + s(s — 1)

T % fiHa) D" (a)——...,

“etil est clair que, le développement de (f(b) — f(a)) commen-
cant par le terme /"*(b — @), on aura en particulier A” /= 0
~quand m est inférieur &' s, et A'f = s (/' (@) pour m = s.
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Or en écrivant B,, ¢, ou B,, sous la forme

_ o \ ¢ ([1b) — fla) )
Bm — b) — —_— ,
ob™ (?( ) (P(a)) <gﬂ/)/) — ¢la)

et dérivant par la regle des facteurs, on a, aprés avoir fait

b—a,
E(Z—;) ApAle = A"f, p+qg=m.

(p)

Cette formule se réduit a 'identité 0 = 0 pour tout m < s;
en donnant a m les valeurs successives s, s + 1. s + 2, ...
et supprimant les termes A’ nuls parce que ¢ < s, on ob-
tient le tableau

AoAS? s Asf
(s + 1) A4 A‘c(p—l—AoAS_*—lso_—_ Aty /
(s 4 1) (s + 2) st 2 Ry

Az AS? _Jl_

2 1

[

_AiAS_H? F Apat e — ps s \

qui donnera Ay, A, A,, ... par des formules ou apparait
comme seul diviseur la quantité A'g = s! (¢’ (@))’, ou l'une de
ses puissances. Si, par exemple, ¢lx) = x, et qu’il s’agisse de
trouver

A —lim " <f({)) — /'(a)> S,

m bb’n /) —
tous les A"g sont nuls a I'exception de A"p = s!, et par suite

. M <M)>s L 5! A'Q+mf

3H™ b — a T (s 4+ m)!

résultat facile a obtenir directement.
‘Dans le cas de la formule (1) qu'on mettra également sous

la forme
2 m 4
— e Am+ 1 F(m——p) ,
dx™ 9'1y) 2 (p> p (

[Pl
~——

on a

. P 4
s=m4+1, A"t =1lim o grtt,  Amtlr—(m 4 1)!
? oyF
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et pour toute autre valeur de n, A"f= 0 ; comme on ad’autre
op T
" P 1: S am1 ral " .
part A" o = hmy:f@? ‘@ — x)*t1, le tableau (3) devient
A?+1Am+l?::wz+-nl

(m + 2)7A1n+<1 Am+lq) + A(})n—|—l‘Am+2? — 0

(m -+ 3);)(77& -+ 2) A;]l+]A’)L+l§0 _f_'lnl{' :))Aiu—}—l Am—}—:?? £ 1‘\:)'L+1A”l+3?:0.

En différentiant d’ailleurs la formule (4) par rapport a wx,
on obtient pour déterminer les coeflicients A;l une nouvelle

- lot de récurrence

d
m?’AZH—l = (m —p — ’l)Al'D” +p d—) A;l__1 ,

ou, st l'on veut,
d

mAPF = (m— p — ) A p = AT

J'ajoute que la formule (1) s’étend aisément au cas du
changement de plusieurs variables indépendantes. S’il v en
a deux

0= fi(y1, y2) et a2 = f2(01, 13} ,
donnant inversement
Y1 = @1las, xa) et 3 = @3 (x1, X4) ,

on aura par exemple

& + ma ' mi - ms

I (9.1, ).2) — FJﬁnu-{—lﬁmz—]—l
mi~ .ms i me 1 2 ’

0x T ox, 0y, oy,

avec
V1 — 'y — | d (@, a4
B = ‘1'1———701 ;o Pe= ')—2~Jp2 et J— 21, Tl

91 — 71 P2 — T3 (1, )3l

C. CAILLER (Geneéve,.
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