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déduire les points des divisions sur .ry au moyen des tan-
gentes de cette conique. (Voir fig. 7). .
Les points doubles du deuxieme degré proviennent ici des
points de-coupe de «f3 avec le cercle. Ceux du troisiéme\de—
gré sont donnés par les tangentes communes en dehors de

xy. Toutes les coniques auxiliaires admellent quatre tangentes

communes. Ce sont les trois sus-indiquées et la ligne «f.
Les points triples et les points limites se trouvent d'une

maniére analogue a celle de la construction précédente.

" TANGENTES ET SECANTES

Nous considérons une courbe
du. 3¢ degré donnée par un fais-
ceau multiple S, et un faisceau
simple S, constituant un groupe
du (2 + 1)° degré.

Pour construire la courbe
nous nous reportons a ce que
nous avons:écrit précédemment
(Ens. math., 15 nov. 06). Les
faisceaux sont donnés par cing

Nous prenons également une
courbe de la 3° classe formée
par une division double et
une division simple constituant
ensemble un groupe de la
(2.4 1)¢ classe. '

Pour construire cette courbe
suivant la méthode que nous
avons déja exposée, nous consi-
dérerons les cinq paires de
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paires de rayons homologues
quelconques aa, ; aa, ; bb, cc, ;
dd, ; ceux-ci déterminent sur
les rayons homologues d et d,
les ponctuelles :

d; o‘10‘2p17’1'j‘1
dl % ﬁ 7-'3‘

les points d, et d sont confondus

points homologues cuelcon-
ques : |

AA,; AA,; BB, ; CC,; DD, qui
déterminent la courbe et nous
joindrons les points de la divi-
sion simple ABCD avec le point
D, del’autre division, puis ceux
de cette division A,A,B,C, et
D, avec D 'homologue de D, .

Nous formerons ainsi deux fais-

Fic 8.

avec le point de coupe des bases
d et d,. Ces ponctuellées en-
gendrent une conique donnée
par cinq tangentes. Celles-ci
sont :

d, ;e BBy

Toute tangente de la conique
donne une paire de points homo-
logues sur les bases. D’un autre
cOté, par tout point de d, nous
pouvons mener deux tangentes

et par chaque point de d une

tangente a cette courbe; donc

ceaux homologues détermi-
nant un groupe du (2 4 1)° de-
gré. Le rayon DD, ou D, D sera
un rayon homologue commun
des deux faisceaux. Ils en-
gendreront une conique déter-
minée par cinq points: D ; «, ;
o,; B,; 7, Ces derniers sont
les points de coupe des rayons
comme D, A et DA, ou D, A et
DA, , etc.

Toute transversale de cette
courbe menée par D, donne deux
rayons homologues passant par
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tout point de d, correspond a
deux points de d . En joignant
ces points respectivement a S,
et S, on obtient trois rayons
appartenant au méme groupe-
ment et formant deux paires de
rayons homologues des divi-
~sions. Ils donnentdeux pointsde
la courbe du 3¢ degré. (Voir
fig. 8).

Tangentes par le point double.

Considérons S, sur d, et me-
nons les deux tangentes de laco-
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D et par les points de coupe.
Ces rayons déterminent, les
derniers deux points sur la base
double et le premier un point
sur la base simple. Ces trois
points forment deux paires de
points homologues et donnent
ainsi deux tangentes de la
courbe de 3¢ classe (Voir fig. 9).

Points de tangence sur la tan-
gente double.

Pour obtenir les points de
tangence de la tangente double

Fic. 9.

nique auxiliaire par ce point;
elles donnent ¢, 0,sur d, comme
conjuguées de S, sur d, . Ces
tangentes sont les rayons con-
jugués du faisceau double cor-
respondant au rayon S,S, du
faisceau simple. Le point de
coupe de chaque rayon du fais-
ceau double avec son homo-
logue S,S, est en S,; donc
chaque rayon est une tangente

L’Enseignement mathém., 10+ année ; 1908,

considérons-la, comme une
transversale de la conique auxi-
liaire; issuede D, elle donne M
surlatangentebasedeladivision
simple; les rayons homologues
par D sont DM, et DM, menée par
les points de coupe et donnant
ces points de coupe comme con-
jugués de M. Nousauronslestan-
gentes MM, et MM, infiniment
voisines de la base double, cou-

9
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a la courbe en S, . On en con-
clut:

Les tangentes .de la conique

auxiliaire menées par le som-

met du - faisceau dowble -sont
donc les tangentes de la courbe

du 3¢ degré menée par le point
double (ﬁg 8).

Tangentes par le sommet du
faisceau simple.

La tangente a la conique auxi-
liaire menée par S, en dehors
de d , soit S, w donne wsur d, .
Par w on méne encore une tan-
gente wp, . Lie point correspon-
dant de S, wsur d est u, confon-
du avec §, .

Les rayons S,S, et S,m, sont
donc comme homologues S, w .

Ils donnent les points S, et
M de la courbe. Dans ces con-
ditions S; M a deux points con-
fondus avec la courbe S, et un
point de coupe en M .

D’autre part les points de
coupe J et H de d, avec la co-
nique ne donnent plus qu’une
tangente par chacun de ces
points. Ces tangentes donnent
les points doubles dela division
surd; en menant ainsi les rayons
doubles du faisceau S, on voit
de suite que leurs points de
coupe avec S,J et S, H donnent
deux points confondus de la
courbe du 3¢ degré sur ces droi-
tes. D’ou il en résulte que S, J et
S, H sont encore deux tangentes
de la courbe du 3° degré passant
_par S, mais dont les points de

CRELILER

pant celles-ci en M, et M, donc
ces points sont les points de
tangence de la base double. On
en conclut: '
Les points de tangence de la
tangente double d’une courbe de
3¢ classe sont les points de coupe
de cette tangente avec la conique
auwxiliaire (voir fig. 9).

Point de tangence et points de
coupe de la base de la division
simple.

- Le point de coupe P de la base
de la division simple avec la
conique auxiliaire donne la
transversale =, 7w, D, . Il en ré-
sulte les points P, et P, sur la

~ base double comme conjugués

de P. Le point P, est I'intersec-
tion des deux bases et le point
n, est confondu avec P. La tan-
gente P, P infiniment voisine
dela base simple, coupe celle-ci
en P donc ce point P est le
point de tangence de la base
de la division simple avec la
courbe du 3¢degré. La tangente
PP, est 'autre tangente de cette
courbe que 'on peut mener par
P.

Par le point D, on peut mener
également deux tangentes a la
conique auxiliaire. Celles-ci
déterminent avec D les points
doubles de la division multiple.
En joignant ces points doubles
avec le point de coupe de la
tangenterespectivedelaconique
issue de D, on trouve une nou-
velle'tangente dela courbe de 3¢
classe représentant deux tangen-
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tangence sont en dehors -de
S, . ' -

De ce qui précede, il en ré-
sulte donc :

Latangente de la conique auxi-
liaire ~ menée par S, est en
méme temps langente de la
courbe du 3° degré. Son dernier
point de coupe avec cette courbe
est différent de S, ' ‘

Lesr ayons du f'aw( eau simple
conjugués respectivement aux
rayons doubles du faisceau mul-
tiple S, sont encore deux tan-
gentes de la courbe du 3° degre
passant par S, et dont les points
de tangence sontleurs poirts de
coupe avec les rayons doubles
correspondants. (Voir fig. 8).

D’aprés ce qui précede, si
nous connaissons dans une
courbe du 3° degre a point dou-
ble, six points de cette courbe
et le point double, cette courbe
est complétement déterminée,
car nous pouvons prendre un
des points simples comme som-
met d’un faisceau simple et le
point double comme sommet
d’un faisceau double et former
avec ces deux faisceaux un
groupe du (2 4 1)° degré. avec
lequel nous pouvons construire
toute la courbe. Ces observa-
tions jointes aux lois 1mportan-
tes des tangentes peuvent se ré-
sumer comme sult
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tes confondues dont le point'de
¢oupe est eni,; ou h, ou les tan-
gentes de la conique par.D, cou-
pent la base simple; 2, et h,
sont donc les autres points de
coupe de la base simple avec la
courbe de 3° classe et les tan-
gentes a la courbe menée par
ces points sont ces tangentes
confondues.

On en conclut donc:

Le point de coupe de la base
de la division simple avec la co-
nique auxiliaire estle point de
tangence de cette base avec la
courbe de 3° classe. Ses deux
autres points de coupe avec elle
sont les points conjugués des
points doubles de la base multi-
ple.

Les tangentes par ces points
de coupe sont les droites qui
joignent les points doubles avec
leurs homologues respectifs.
(Voir fig. 9).

Dualistiquement nous pou-
vons dire qu’une courbe de la
3¢ classe a tangente double est
complétement déterminée avec
la tangente double et six tan-
gentes simples, car nous pou-
vons prendre une des tangentes
simples comme base d’une divi-
sion simple et la tangente mul-
tiple comme base d’une division
double, puis former un groupe
de la (2 4 1)° classe avec ces
deux ponctuelles. Le groupe
permet-de déterminer toutes les
autres tangentes de la courbe.
De ceci, et des lois importantes
des points de tangence nous
pouvons dire :
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Tangentes par un point quel-
conque d'une courbe du 3¢ degré
a point double:

Par un point quelconque
d’une courbe du 3¢ degré a
point double on peut mener
trois tangentes a cette courbe.

1° La tangente dont le point
de tangence est le point donné.
On l'obtient en considérant le
point donné comme sommet
d’un faisceau simple homogra-
phique avec le faisceau dauble
du point double et en menant
de ce point la tangente encore
possible a la conique auxiliaire,
Cette tangente est toujours
réelle et son dernier point de
coupe avec la courbe facilement
déterminable.

2° Les deux tangentes passant
par le point considéré mais dont
les points de tangence sont dif-
férents de lui. On les obtient en
joignant ce point aux points de
coupe de la conique auxiliaire
avec la seconde base qui a servi
a ’établir. Le point de tangence
de ces droites est sur les rayons
doubles du deuxiéme faisceau,
Il est a remarquer que ces deux
tangentes peuvent étre réelles
ou imaginaires ou confondues.

Nous pouvons donc ajouter,
puisque par chaque point de la
courbe on peut lui mener trois
tangentes :

CRELIER

Points de coupe d’'une tan-
gente quelconque d'une courbe
de 3° classe a tangente double
avec cette courbe :

- Une tangente simple quelcon-
que d’une courbe de 3° classe a
tangente double posséde trois
points de coupe avec celle-ci.
Ce sont :

1° Son point de tangence avec
la courbe. On l'obtient en con-
sidérant la tangente donnée
comme base d’une ponctuelle
simple homographique avec
celle de la tangente double et
qui est une ponctuelle double.
Le pointde coupe de cette droite
avec la conique auxiliaire, dif-
férent du point de départ donne
ce point de tangence.

Ce point est toujours réel, et
par ce méme point il existe une
seconde tangente que 1'on sait
déterminer.

2° Les autres points communs
a la courbe de 3° classe et a la
tangente considérée sont les
points de coupe de cette tan-.
gente avec les deux tangentes
de la conique auxiliaire menée
par le sommet du faisceau dou-
ble relatif a celle-ci.

Les tangentes en ces points
sont les droites qui les joignent
aux points doubles de la ponc-
tuelle sur la tangente double.
Il est a remarquer que ces deux
derniers points de coupe de la
tangente simple avec la courbe -
peu,\}enf étre réels ou imaginai-
res et dans un cas limite con-
fondus. ’

Nous pouvons done dire que::
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La courbe du troisieme degré
a point double est une courbe de
la quatrieme classe.

Coniques auxiliaires.

La conique auxiliaire dépend
comme on I’avu des deux rayons
homologues sur lesquels on
prend les bases.

Toutesles coniques auxiliaires
ont donc trois tangentes com-
munes avec la courbe du troi-
sieme degré. Ce sont les deux
tangentes par le point double et
la tangente avec son point de
tangence au sommel du faisceau
simple.

Le rayon du faisceau simple
sur lequel on prend la division
double auxiliaire est également
une tangente de cette conique.
Son point de tangence est aussi
son point de coupe avec son
second rayon conjugué. C'est
donc un point de la courbe du
troisieme degré. La conique
auxiliaire correspondant a ce
méme rayon et & son autre rayon
conjugué aura comme point de
tangence sur le rayon dont nous
causons, le point de coupe avec
le premier rayon conjugué. Il
est & remarquer que cette co-
nique et la précédente auraient
alors quatre tangentes commu-
nes.
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chaque tangente simple a qua-
tre points communs déterminés
avec la courbe :

Une courbe de la troisieme
classe a tangente double est une
courbe du quatrieme degré.

Coniques auxiliaires.

La conique auxiliaire rela-
tive aux courbes de classe dé-
pend des faisceaux construits
par les points homologues D,
et D.

Toutes les coniques auxiliai-
res auront donc .trois points
communs avec la courbe de la
troisieme classe. Ce sont les
deux points de tangence de la
tangente double et le point de
tangence de la tangente utilisée
comme base simple.

Le sommet D du faisceau
double auxiliaire est également
sur la conique. La tangente me-
née par ce point donne son
deuxiéme conjugué D, sur la
base double. C’est donc une
tangente de la courbe de troi-
siéme classe.

La conique auxiliaire corres-
pondant aux faisceaux de som-
mets D et D, passera également
par D, mais cette conique aurait
comme tangente en D la droite
DD, tangente de la courbe de
troisieme classe. Comme précé-
demment nous pouvons dire que
ces deux coniques auxiliaires
ont alors quatre points com-
muns.
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- Intersection d’'une droite quel-
conque avec une courbe du 3¢
degré a point double.

- Toute droite coupant les deux
faisceaux d’un groupe du (2 + 1)°
degré dont dépend la courbe
considérée du troisiéme degré
a point double, rencontre ces
faisceaux suivant deux divisions
du (2 4 1)¢ degré situées sur la
méme base et homographiques
Pune a 'autre.

Les points de coupe avec les
cinq paires de rayons homolo-
gues donne cing paires de
points, également homologues
et suffisants pour déterminer
les ponctuelles.

Chaque point de coupe de la
transversale avec la courbe cor-
respond évidemment a deux
points homologues confondus
des divisions de méme base.
Ces points homologues sont les
points doubles du troisieme de-
gré des ponctuelles a base com-
mune. Comme elles ont trois de
ces points possibles, nous en
concluons que toute droite a
trois points de coupe avec la
courbe du troisieme degré a
point double, et ceux-ci peuvent
étre déduits des cinq paires de
points homologues fondamen-
taux d’aprés les méthodes que
nous avons indiquées.

Autres constructions.

La courbe du troisiéme degré

Tangentes d’'une courbe de 3¢
classe a tangente double menées
par un point quelconque.

En joignant tous les points
des deux ponctuelles formant
un groupe de la (2 4+ 1)° classe
dont dépend la courbe considé-
rée, de la 3° classe a tangente
double, avec un point quel-
conque, on forme évidemment
deux faisceaux concentriques
du (2 4 1)° degré, homographi-
ques 'un a autre.

Les cinq paires de points ho-
mologues donnés entrainent
cinq paires de rayons homolo-
gues des faisceaux, au moyen
desquelles on peut compléte-
ment déterminer ceux-ci.

Toute tangente de la courbe
passant par le point considéré
correspond évidemment a deux
rayons homologues confondus
des faisceaux concentriques.
Ces rayons sont les rayons dou-
bles du troisiéme degré des
faisceaux. Ceux-ci ont trois de
ces rayons possibles, d’ou nous
en concluons que par un point
quelconque on peut mener trois
tangentes a une courbe de la
3¢ classe a tangente double et
ces tangentes peuvent étre dé-
duites des cinq paires de rayons
fondamentaux des faisceaux
concentriques. [l est bon de re-
marquer que deux tangentes
peuvent étre imaginaires et dua-
listiquement deux points de
coupe dans l'autre courbe aussi.

Autres constructions.

Les ponctuelles qui engen-
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et les tangentes dont nous cau-
sons peuvent étre construites
encore d’'une autre maniére.

Si les éléments donnés sont :

S;a — S,a,; S,a — Sya,; 5,6 —
S,b,; S,6 — S,b,; et S,c — Syc,
le faisceau double en S, contient
deux paires de rayons et comme
il forme une involution, on peut
le couper par une circonférence
arbitraire passant par S,. Les

135

drent la courbe de 3¢ classe que
nous considérons, peuvent étre
données par les points:

aA1aA2 3 bBing Vet Ccl *

La ponctuelle A, A,B, B, dont
chaque paire est homologue des
points abc forme comme
nous le savons une involution.
Cette involution peut étre cons-
truite avec un cercle auxiliaire

.....

Fic. 10.

points de coupe des rayons,
soient a,a,; b,b,; ... donnent
un faisceau de sommet P, dont
chaque rayon correspond a une
paire de l'involution en S,. Le
faisceau simple de sommet S5,
devient ainsi homographique
avec le faisceau simple de som-
met P et ils engendrent une co-
- nique. Cette courbe est donnée
par cing points.

On peut construire toutes les
autres paires d’éléments homo-
logues des faisceaux primitifs

tangent de la base double. Les
tangentes de ce cercle par les
points correspondants de l'in-
volution donnent d’autres points
de coupe afy ... situés sur une
méme ‘droite et forment une
ponctuelle sur celle-ci. Cette
ponctuelle est homographique
avec la ponctuelle simple abc ...
Elles engendrent donc ensemble
une conique dont elles donnent
les cinq tangentes fondamen-
tales. '
Toute tangente a la conique
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au moyen de transversales me-
nées par P. Chaque transversale
donne trois points dont deux
x, et x, sur le cercle et un sur
la conique x. Les premiers
joints & S, et le derniera S, for-
ment les rayons S,z, et S,
homologues de S,z. (Voir fig.
10.) |

CRELIER

auxiliaire menée par un point &
de #f donne x sur la base sim-
ple. Les tangentes au cercle me-
nées par £ donnent X, et X, sur
la base double comme points
conjugués de x. Les droites xX,
et X, sont ainsi de nouvelles
tangentes de notre courbe de la
troisiéme classe a tangente dou-

ble. (Voir fig. 11.)

&&\

Fic. 11.

Pour obtenir les tangentes
par le point double, considérons
S,S, du faisceau simple donnant
o sur la conique, Pg seral’homo-
logue dans le faisceau P. Celui-
ci donnera g, et g, sur le cercle;
donc S,p, et S,p, seront les
rayons homologues de
dans le faisceau S,.

Ce seront les tangentes de la

5,5,

Les points de tangence de la
tangente double seront ses
points de coupe avec les tan-
gentes infiniment voisines ou
autrement dit les points conju-
gués sur la base double du
point de coupe p des deux bases.
Ce seront P; et P,. C’est la tan-
gente pw de la conique qui donne
7 sur eff, duquel on meéne deux
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courbe du troisieme degré par
le point double. ‘

On obtient la tangente en S,
au moyen du rayon S,S, don-
nant ¢, sur le cercle ; Pg, donne
ericore 6, et 6. Le rayon S, ¢ est
ainsi 1I’homologue des rayons
S,S, et S,0,. Clest la tangente
de la courbe en S,.

Les rayons doubles de I'invo-
lution en S, résultent des tan-
gentes du cercle par P; — Pd
est une de ces tangentes. Elle
donne d sur la conique; S,d est
son rayon conjugué en S, ou le
rayon homologue des rayons
doubles du faisceau S, . Le point
de coupe de ces rayons, soit D,

montre que S,d ou S, D, a deux

points de coupe avec la courbe
confondus en D,. C’est donc
une tangente de cette courbe en
D, et passant par S,. L’autre
tangente par S, correspond au
point de tangence D,.

Le cercle et la conique auxi-
liaire ont quatre points de coupe

pouvant étre imaginaires deux -

a deux. Ces points sont aussi les
points de coupe de deux rayons
homologues comme S, p et S,p,.
Ils sont donc des points de la
courbe du troisiéme degré.
Cette courbe peul avoir six
points communs avec-la coni-
que. Le cinquiéme est S, puis
le sixiéme qui doit toujours
étre réel est donné par le point
de coupe du rayon S,P avec son
homologue S,7. Le rayon S,n
a encore un point sur la courbe,
c’est son intersection avec la tan-
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tangentes au cercle : #P, et
P,.

Le point de tangence de la
base simple est un point s con-
jugué des points S, et S, de la
base double. S, étant le point
de coupe des deux bases. La
tangente du cercle par S, soit
S, ¢ donne ¢ sur af. De ce point
on méne une tangente au cercle
pour avoir S, et une a la conique
pour obtenir s. '

Les points doubles de I'invo-
lution A, A, B, B, ... proviennent
des points de coupe de of avec
le cercle. Leurs homologues sur
la base simple sont les points
de coupe de celle-ci avec la
courbe de la troisieme classe.
En outre la tangente menée par
un point double et son homolo-
gue représente deux tangentes
confondues se coupant dans le
point de la base simple. Il en
résulte donc que ce point de la
base simple est le point de con-
tact de cette tangente.

Le cercle et la conique auxi-
liaire ont quatre tangentes com-
munes pouvant étre imaginaires
deux a deux. Ces tangentes sont
également des tangentes de la
courbe de 3° classe. Celle-ci
peut en avoir six qui lui sont
communes avec la conique auxi-
liaire. La base simple abc ... est
une cinquiéme tangente com-
mune. La sixieme sera donc
toujours réelle. Si nous consi-
dérons la droite af, elle’ coupe
la base double en m, ou p le
conjugué sur cette base est m,
le point de tangence du cercle
auxiliaire et le conjugué sur la
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gente:du cercle en S,. (Voir
fig. 10).

-+ La conique auxiliaire dépend
du- cercle primitivement tracé.
Si -on laisse le sommet S, du
faisceau simple se déplacer sur
la courbe du 3° degré la conique
auxiliaire change, mais passe
toujours . par les uatre points
de coupe du- cercle avec la
courbe, autres que S, .
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base simple est m. La tangente
mm, de la conique est en méme
temps tangente de la courbe de
3¢ classe. C’est la sixieme tan-
gente considérée. (Voir fig. 11.)

La conique auxiliaire dépend
du cercle. Si on choisitune au-
tre tangente simple que celle
qu’on a prise la conique change
aussi mais conserve toujours les
quatre mémes tangentes com-
munes avec le cercle et 1a courbe
de 3¢ classe.

- ASYMPTOTES ET TANGENTES PARALLELES

Asymptotes des courbes du 3°
degré. a point double..

Le probléme des asymptotes
de ces courbes comprendra
deux parties. D’abord on éta-
blira la direction des points a
I'infini, et en second lieu on dé-
terminera les tangentes par ces
points.

Les points a 'infini provien-
dront de rayons homologues
paralléles. Pour avoir leur di-
rection, menonsen S, des rayons
paralleles a ceux de S,. Nous
formerons ainsi deux faisceaux

concentriques homographiques:

du (2 4+ 1)° degré. Les rayons
doubles du 3° degré de ces
faisceaux correspondront aux
rayons homologues paralléles.

Tangentes et points de tan-
gence des courbes de 3° classe
parallelement a une direction
donnée.

Ce probléme se compose éga-
lement de deux parties. Il faut
en premier lieu trouver les tan-

- gentes en direction puils en se-

cond lieu déterminer les points
de tangence.

La courbe sera donnée dans
la fig. 12, par les cinq paires de
tangentes A,a — B, b — C,c —
D,d—E,e.
~ La direction de la ou des tan-
gentes paralléles est donnée par
xz'. Nous en sommes ramenés
a chercher les tangentes de la
courbe pour le point a I'infini
sur cette direction. On joint les
points des deux ponctuelles avec
ce point. On forme ainsi des
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