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112 L. CRELIER
de groupes analogues aux précédents, mais formés de
faisceaux concentriques ou de ponctuelles situées sur une même
base. En conséquence, nous étudierons d'abord ces cas
spéciaux des groupes sus-mentionnés de la même manière que
les ouvrages classiques 1 développent la théorie des faisceaux
homographiques concentriques simples et des ponctuelles
liomographiques simples et de même base.

1

GÉNÉRALITÉS

Faisceaux homographiques
concentriques du (2 -f- l)e degré.
Nous appellerons faisceaux

homographiques concentriques
du (2 l)e degré deux faisceaux
formant un groupe du (2 -f- l)e
degré et issus du même sommet.

Comme dans le cas général,
deux de ces fais'ceaux seront
évidemment déterminés dès que
nous connaîtrons cinq paires de

rayons homologues quelconques.

Divisions homographiques de
même hase de la (2 -f- 1 )e classe.

Nous appellerons divisions ou
ponctuelles homographiques de
même base, de la (2 -f- l)e classe
deux ponctuelles formant un
groupe de la (2 l)e classe et
situées sur la même base.

Deux ponctuelles de cette
nature seront déterminées également

dès que nous aurons cinq
paires de points homologues
quelconques.

D'après les definitions que nous avons adoptées pour les

groupes, il en résulte que toute transversale détermine, sur
deux faisceaux concentriques ou non du (2 -f- l)e degré, deux
ponctuelles de la (2 -f- l)e classe de même base. En sachant
donc construire deux faisceaux concentriques de cette
nature, nous pourrons en déduire, à priori, deux divisions
analogues de même base et inversement. Dans ces conditions
nous n'aurons qu'à développer les constructions relatives aux
faisceaux sans avoir besoin d'une partie dualistique pour les
divisions.

2 W. Fiedler: Die darstellende Geometrie. — T. Reye: Die Geometrie der Lage. — R. Böger:
Ebene Geometrie der Lage.
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A. Construction de deux faisceaux concentriques
du (2 + l)e degré.

Les faisceaux sont donnés par les paires, Sa ; Sai — Sb ;

S£i — Sc; Sei — Scl\ Seh — Se ; S<?i. Il reste bien entendu que
chaque rayon a, è, c du faisceau simple correspond à 2

rayons ax et a2 — ôi et è2 du faisceau multiple; par contre
chaque rayon de celui-ci ne correspond qu'à un du premier.
(Fig. 1.)

L'Enseignement mathém., 10e année; 1908. c
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Nous coupons ensuite le groupe par une circonférence
arbitraire mais passant par le sommet S. Les points de.coupe
des rayons avec la circonférence forment deux divisions
circulaires homographiques du (2 + l)e ordre. Celles-ci sont
déterminées par les points : aax — bbi — cci — dcU et eex. Les
points de la division simple sont: abcde et ceux de l'autre
sont : ax bxcxdxex. Nous joignons maintenant tous les points
dé la division multiple avec a et tous ceux de la division
simple avec ax. De cette manière, et dans le sens où nous
avons défini les groupes du (2 -f l)e degré, nous obtenons
deux faisceaux homographiques de sommet a et al formant
un groupe du (2 -f- l)e degré, et possédant un rayon homologue

commun ciax. D'après notre théorème, le lieu de points
de coupe des rayons homologues est une conique passant
par les points :

1 a sommet du faisceau multiple.
2. ß point de coupe de atb avec abi

{ a. y » » a±c » ae±

4. â » ». atd » ad±.
5. Si » » a±e » aet

Cette conique peut être entièrement construite au moyen
de ces cinq points et elle nous permettra de déterminer tous
les autres rayons du groupe de sommet S. Si nous voulons
obtenir deux rayons conjugués quelconques Sm et ou S m

et S/>?2 nous menons par une transversale qui coupe la
conique en u et Nous joignons ay! et ay" qui sont les
homologues de la transversale dans les faisceaux auxiliaires de

sommets a et <7,. Ces trois droites aAy! y — cty — ay'
déterminent respectivement sur le cercle les points /??, mx et

m2 constituant deux paires de points conjugués des divisions
circulaires. Les rayons cherchés sont ainsi S///, S/^ et S/;?2-

En faisant tourner la transversale autour de et en

joignant les points de coupe sur la conique avec a nous obtenons

ainsi tous les rayons des faisceaux de sommets a et ai.
Ceux-ci déterminent à leur tour tous les points des divisions
circulaires et partant tous les rayons du groupe concentrique
en S du (2 + l)e degré.

Si nous considérons en particulier une des paires de rayons
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donnés, soit Se ; nous voyons qu'il existe un deuxième

rayon Se2 du faisceau multiple également conjugué de Se,

Pour l'obtenir menons la droite aiei qui donne encore ea, sur
la courbe ;.«e2, donne e2 sur le cercle et de celui-ci on déduit
aisément Se2, (Fig. 1.)

Si nous avions eu des divisions à déterminer au lieu. de

faisceaux, nous aurions joint les cinq paires de points
homologues donnés AA1 — BB1 — CC4 -— DD4 — EE4 avec un
point arbitraire S de manière à former un groupe de deux
faisceaux comme les précédents. Nous aurions ensuite achevé
la construction des rayons de ces faisceaux, comme il vient
d'être dit, et chaque paire nouvelle de rayons homologues
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aurait donné la paire correspondante de points homologues
sur la base commune. (Fig. 1.)

Cas spécial. Quand les rayons donnés des faisceaux du
(2 -f l)e degré sont tels que deux paires du faisceau multiple
sont complètes avec chacune leur rayon conjugué du faisceau
simple, on peut également appliquer la construction précédente,

ou utiliser une autre conique.
Si nous considérons la fig. 2, les paires de rayons

homologues donnés sont :

Sa ; Sat — Sa ; Sa2 — Sb ; Sb± — Sb ; Sb2 — Se ; Scx

Les paires Sai et Sa2 conjuguées à Sa, puis Sbx et Sb2

conjuguées à S b sont complètes. On peut utiliser les points c et
ci pris sur la circonférence comme sommets des faisceaux
auxiliaires et former un groupe du (2 -f- t)e degré. Ce groupe
donne naissance à une conique dont nous avons également
cinq points. Ce sont :

t

1. c sommet du faisceau multiple.
2. <xt sur cax et c±a
3. a2 » ca2 » cx a
4. ßi » cl)i » c±b

5 ß2 » cb2 » Cib

Les paires de rayons conjugués Sm Smi et S m S m2 sont
ensuite déterminées comme précédemment. (Fig. 2.)

Autre construction. Nous savons également que les rayons
du faisceau multiple sont liés deux à deux et qu'ils forment
une involution. Nous pouvons considérer le groupe du (2 -f l)e
degré comme formé d'un faisceau simple, homographique
avec une involution du 2e degré et de même sommet. En
coupant le groupe par un cercle passant par S, nous pouvons
rappeler que les sécantes joignant les points correspondants
de l'involution circulaire ainsi obtenue, forment un faisceau
concentrique de sommet P. (Fig. 3.) Chaque rayon de ce
faisceau correspond à un rayon du faisceau simple en S. Nous
avons ainsi deux nouveaux faisceaux homographiques simples
de sommets S et P qui engendrent une conique.

Les éléments donnés sont: Se/; Sa{ — Sa ; Sa2 — Sb ;
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— Sb ; Sb9 — Se; Se,. Les transversales axa2 et bx b2 donnent
le point P.

Le rayon Va±a2 est conjugué de S# et donne « de la conique auxiliaire.
» ?bib2 » S b « ß » »

» Pc* » Se » 7 » »

Les points P et S sont encore deux points de cette conique,
laquelle est ainsi complètement déterminée.

En laissant une sécante mobile tourner autour de P, elle
donnera sur la conique un point v et sur la circonférence les

points a.x et /?2. Au premier correspond le rayon Sn ou Se et
aux autres les rayons S/?, et S/>2 tous deux conjugués du
premier. Les diverses positions de cette sécante donneront ainsi
toutes les paires de rayons homologues des deux faisceaux
concentriques du (2 -f- l)e degré. Cette construction relative
à des données spéciales est également applicable aux
divisions du (2 -f- l)e degré situées sur une même base.

Remarque. Les points correspondants de la division multiple

circulaire comme mx et m2 ou ex et e2 que nous avons
déjà trouvés dans la première construction forment évidemment

la même involution que dans la deuxième construction



118 L. CRE LIER

et comme pour ce dernier cas ils sont situés sur des
transversales concourantes en un point P.

B. Points et rayons particuliers.

1. Rayons doubles du 2e degré, 1. Points doubles du 2e degré.

Nous désignerons sous ce nom Nous entendons par points
les rayons S/t et S/2 du faisceau doubles du 2e degré deux points
multiple qui tombent ensemble comme L1 et L2 de la division
mais qui restent différents de multiple, qui sont confondus
leur conjugué l du faisceau mais qui restent différents de
simple. leur homologue L de la division

simple.

Dans la fig, 1 ces rayons sont donnés par les tangentes de
la conique auxiliaire issues de ax. On joint le point de tan-
gence 1 avec a pour obtenir les points doubles correspondants

de la division circulaire. Il reste à mener les rayons
S/4 et S/2 issus cle S par ce nouveau point. On a évidemment
deux rayons de ce genre réels, imaginaires ou confondus.
(Fig. 1.)

_

-

Dans la deuxième construction (fig. 3), ce sont les tangentes
au cercle issues de P qui donnent les points doubles de la
division circulaire. On joint ceux-ci à S et on a les rayons
cherchés.

Quand il s'agit de points doubles du 2e degré pris sur deux
divisions de même base, on prolonge les rayons doubles des
faisceaux concentriques correspondants menés par S jusqu'à
cette base.

2. Rayons doubles du 3e degré. 2. Points doubles du 3e degré.

Nous appellerons rayons dou- Les points doubles du 3e de-
bles du 3e degré deux rayons gré sont les points formés par
homologues confondus tels de deux homologues P et P' con-
Sp et Spr fondus.

Pour obtenir ces rayons, considérons dans la fig. 1, un des

points de coupe de la conique avec le cercle et désignons le

par ttj La transversale donne également deux rayons
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par a soit anA et av.:2. Sur le cercle aini donne p, «donne

/q et' «tt2 donne /;2. Comme 7Vest déjà sur le cercle p et pA

seront donc confondus avec 7t4 Les rayons passant par S

seront Sp, Spx et S/>2, les deux derniers étant les homologues
du premier. Les rayons homologues Sp et Spx seront donc
confondus tandis que Sp2 ne donne rien de particulier.

Le nombre des rayons doubles du 3e degré dépend ainsi
du nombre des points de coupe des deux courbes en dehors
du point a qui est le sommet du faisceau multiple auxiliaire.

Nous avons donc trois points de coupe possibles différents
de a dont deux peuvent être imaginaires. Il en résulte ainsi :

Les faisceaux concentriques formant un groupe du (2 -f- l)e

degré ont trois rayons doubles du 3e clegré dont deux peuvent
être réels, imaginaires ou confondus.

La conique auxiliaire utilisée dans la première figure
dépend de deux faisceaux de sommets a et ax. Il est aisé de voir
qu'elle est tangente au rayon aa2 en a. Si l'on avait pris les
sommets des faisceaux auxiliaires en a et tf2, la nouvelle
conique eût été tangente au rayon ctaA en ct. D'un autre côté les

points doubles du 3e degré sur le cercle sont des points fixes
de celui-ci. Ils appartiendront ainsi à toutes les coniques
auxiliaires. Les deux coniques correspondant aux faisceaux
de sommets a et ai ou a et a% passeront par ces trois points
et par le point a.

Les sommets des faisceaux auxiliaires peuvent être deux
points homologues quelconques x et xi. D'après ce qui
précède la conique correspondante passera par les trois points
doubles et par le point x.

On passe des rayons doubles du 3e degré, aux points doubles
de même nature des divisions situées sur une même base, en
prolongeant les rayons en question jusqu'à cette base.

Dans la figure 3, toute transversale passant par un point
de coupe de la conique et du cercle donne sur le cercle les
points mi et tels que m2 est confondu avec g. D'autre part
Sg donne également m sur le cercle confondu avec jx ou m2.
Donc les rayons homologues S m et S/??2 sont confondus et
constituent une paire de rayons doubles du 3e degré. En
dehors du point S, les deux courbes ont encore trois points
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communs. Donc cette construction nous montre également
que les faisceaux homographiques concentriques du (2 l)e
degré ont trois rayons doubles du (2 + l)e degré, dont deux

peuvent être imaginaires.
Dans la fig. 3 nous avons considéré la conique auxiliaire

comme provenant de deux faisceaux simples, un de sommet
P et l'autre de sommet S. Nous aurions pu prendre ce
deuxième sommet en un point quelconque du cercle ax

etc. appartenant à la division circulaire multiple. La
conique auxiliaire eût passé par les trois points doubles du
3e degré des divisions circulaires par P et par ax. Toutes les
coniques ainsi formées auraient constitué un faisceau de
coniques dont les quatre points fixes auraient été les trois
points doubles en question et le point P.

3. Rayons triples.

Les rayons triples de deux
faisceaux homographiques
concentriques, du (2 -f i)e degré
sont formés par un rayon du
faisceau simple confondus avec
ses deux homologues du
faisceau multiple.

Exemple : Sk confondu avec
et Sk2.

3. Points triples.

Les points triples de deux
divisions homographiques de
même base de la (2 + l)e classe
sont formés par un point de
la division simple confondu
avec ses deux homologues de la
division multiple.

Exemple : K confondu avec
Ki et K2

Ce cas sera réalisé dans la première construction (fig. 1)

quand la transversale issue de ctY et passant par un des points
de coupe de la conique avec le cercle sera en même temps
une tangente de la conique. Les points conjugués kki et kk2
des divisions circulaires seront tous confondus au point de

coupe * des deux courbes. La droite Sz donnera ainsi le

rayon triple. On peut avoir 0, 1 ou 2 rayons triples suivant

que les tangentes de laconique issues du point ai ne passent
pas, passent par un point de coupe des deux courbes ou

passent par deux points de coupe de ces courbes.
Dans la fig. 3. le rayon triple sera donné par une

transversale issue de P passant par un des points de coupe des
deux courbes et en même temps tangente au cercle.
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4. Rayons rectangulaires conjugués.

Etant donné deux faisceaux homographiques concentriques
du (2 + l)e degré, nous appellerons rayons rectangulaires
conjugués des rayons tels que S/?2 et S/??i qui sont homologues
tout en étant perpendiculaires l'un à l'autre. Le deuxième

rayon conjugué de Sm soit S m% dépend des deux autres sans

présenter de propriétés spéciales.
Pour obtenir ces rayons par la première méthode de

construction nous observons que les solutions cherchées S m et
S/7?i dépendent de rayons axm et ami passant par les extrémités

d'un diamètre mmt Leur recherche dépend maintenant

du problème suivant:
Problème : Etant donné deux points fixes d'un cercle a et ai

et un diamètre mobile de celui-ci, déterminer le lieu géométrique

des points de coupe des rayons joignant les extrémités

du diamètre aux points fixes donnés.
Solution: Dans la fig. 4 considérons le diamètre xy ; il

donne les droites xat et ya ; après une demi-révolution y vient
en x et vice-versa ; le rayon yci donne xa et xcix donne ya±.
Dans ce cas les rayons yat et ax ne sont pas à considérer
sur le diamètre xy mais bien sur un nouveau diamètre obtenu
après une demi-révolution.

Dans ces conditions à tout diamètre xy ne correspondent
que deux droites conjuguées xat et ya. Si xy tourne autour
du centre cle manière à ce que x décrive toute la circonférence
xa1etyci engendreront deux faisceaux homographiques simples

de sommet aai et les points de coupe de ces rayons se
trouveront sur une conique passant par a et a1. Nous déterminons
la nature de cette conique en observant que deux rayons du
faisceau a comme ax et am 1 correspondent dans le faisceau
a1 à axy et cix m et donnent :

<3 xa 7?21 m - arc xml ~ j <) xom.

1
<) yat m z=z - arc ym
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Ces angles sont égaux ; donc les angles compris entre les

rayons homologues correspondants des deux faisceaux sont
égaux. Nous avons des faisceaux homographiques égaux ;

donc la conique qu'ils engendrent est un cercle passant par
a et ax D'un autre côté il est aisé de voir que ce cercle est

tangent aux rayons oax et oa Il en résulte maintenant que,
ce cercle est complètement déterminé.

Si nous considérons de nouveau les faisceaux du (2 + l)e

degré en a et ax ils donneront des rayons homologues
passant par les extrémités d'un même diamètre quand les points
de coupe de ceux-ci seront à la fois sur le cercle nouveau
et sur la conique auxiliaire.

Les rayons ax m et amx correspondant aux rayons cherchés
Sm et Sm1 sont à la fois des rayons homologues des
faisceaux homolographiques égaux qui engendrent le deuxième
cercle, et des rayons homologues des faisceaux du (2 + l)e

degré engendrant la conique. Il faut donc que leur point

Fig. 4.
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d'intersection soit un point de coupe de ces deux courbes.
En dehors de a ces courbes ont trois points de coupe dont
deux peuvent être imaginaires. A ces trois points
correspondent donc trois paires de points conjugués des divisions
circulaires tels que les deux points d'une même paire sont
sur un même diamètre. Ces points donnent à leur tour avec
S les paires de rayons homologues rectangulaires des

faisceaux concentriques en S.

Les faisceaux homographiques concentriques clu (2 + l)e

degré ont donc trois paires de rayons rectangulaires
conjugués dont deux peuvent être imaginaires.

Constructivement on joint le point de coupe des courbes
avec a et ax On a a1ul et La première droite donne

g sur la conique et m sur le premier cercle. La seconde
droite donne mt sur le même cercle ; m et m1 sont conjugués
dans les divisions circulaires et appartiennent à un même
diamètre. Ils donnent évidemment Sm perpendiculaire à

S mx Le deuxième rayon conjugué de S m soit de S m2 se

déduit de u" avec ay" (fig. 4).
Avec la deuxième méthode de construction, les paires de

rayons rectangulaires conjugués étant liées à un diamètre
du cercle primitif, nous pouvons voir que les extrémités d'un
diamètre, jointes ä S et P engendrent deux faisceaux liomo-
graphiques de sommets S et P et forment un groupe du (2 + i)e
degré. Le faisceau multiple a comme sommet S et le faisceau
simple P. La courbe correspondante est une courbe du 3e

degré avec S comme point double et P comme point simple.
Cette courbe aura encore trois points de coupe différents
de S et de P avec la conique. De chacun de ces points on
pourra donc en déduire une paire de rayons homologues
rectangulaires des faisceaux concentriques en S On arrive
donc à la même conclusion qu'avec la méthode précédente.

5. Points limites.

Nous appellerons points limites de deux divisions homo-
graphiques de même base et de la (2 + t)e classe les points
conjugués du point à l'infini de la division simple ou le
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point conjugué et le point lié du point de la division multiple
situé à Too.

Pour obtenir ces points, considérons les divisions déterminées

suivant la méthode de la figure 1. (Voir fig. 5).

Nous prenons SI parallèle à la base. Le rayon ax l donne
V et À" sur la conique, auxquels correspondent ax lx et at l2

Les rayons et S/2 donnent Lx et L2 sur la base comme
points conjugués de Loo

Lx et L2 forment un premier groupe de points limites. La
parallèle précédente peut s'appeler SZq ; le rayon akt donne

xx sur la conique, puis a1.x1 donne :i:a sur la conique également

et k sur le cercle ; la droite ax2, donne k2 sur le cercle
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Les rayon Sk et SA', puis S ketA:2 sont conjugués. Ils donnent

sur la base :

K conjugué de, Kiqq

K2 » de K et lié à Ki^

K et K2 forment le 2e groupe de points limites.

C. Remarque sur les divisions du (2 + l)e degré,
de même base.

On peut cependant développer les divisions homogra-
phiques du (2 + i)e degré situées sur une même base, sans
avoir besoin des faisceaux de même nature. Ce développement

constitue la dualité du précédent et nous le résumons
ici pour éviter d'allonger ce travail tout en voulant être
aussi complet que possible. Chaque construction suppose
évidemment une dualité.

Première construction. Nous donnerons les divisions au

moyen des cinq paires d'éléments conjugués, cial ; aa2 ; bb1 ;

cc± et r/rfj Nous construirons ensuite un cercle quelconque
tangent à la base xy et par chaque point donné nous tracerons

les tangentes de cercle. Toutes ces tangentes couperont
d'abord la tangente b suivant une division double, puis la

tangente conjuguée b1 suivant une division simple, homogra-
phique avec la première. Les tangentes issues de aia2b1c1
coupent b et celles issues de abcd coupent b1 Ces deux
nouvelles divisions; a,/3,y,£ et *la2ß1y1 forment un
groupe de (2 + l)e classe avec un point homologue commun
ßßx Elles engendrent donc une conique que nous pouvons
construire et qui est déterminée par cinq tangentes. Par
tout point y de bt on a deux tangentes de la conique donnant

les points homologues et sur b. Par ces trois
points, les tangentes du cercle donneront les trois points
homologues des deux divisions sur xy soient /;?, mi et m2.

Les points doubles du deuxième degré seront évidemment
donnés par les poinls de coupe de la base simpleTq avec la
conique auxiliaire. Ils peuvent être imaginaires.
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Les points doubles du troisième degré proviendront des

tangentes communes des deux courbes. Il y en a trois en
en dehors de b Deux peuvent être imaginaires. Toutes les

coniques auxiliaires admettent ces trois tangentes du
premier cercle comme tangentes communes.

On obtiendra un point triple quand une tangente
commune des courbes sera tangente à la conique par son point
de coupe avec la base bx

Les points limites conjugués du point de l'infini de la
division simple proviendront de la tangente du cercle parallèle

à xy et de son point de coupe avec bx Le point de coupe
de celte même tangente avec b entraînera les points conjugués
du point de l'infini sur la base double. (Voir fig. 6).

Deuxième construction. Celle-ci correspond au cas spécial
où les éléments donnés peuvent se représenter par aax ;

aa2 ; bbx ; bb2 ; cc1 On prend un cercle langent à la base

xy Les tangentes issues par les paires a±a2 ; btb2 se

coupent en « et ß sur une droite qui contiendra les points de

coupe des paires de tangentes analogues. La ponctuelle
otßy sur cette droite est hornographique avec abc et elle
détermine une conique également tangente à xy On peut

y

Fig. 6.
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déduire les points des divisions sur xy au moyen des

tangentes de cette conique. (Voir fig. 7),

Les points doubles du deuxième degré proviennent ici des

points de coupe de aß avec le cercle. Ceux .du troisième

degré sont donnés par les tangentes communes en dehors de

Fig. 7.

xy. Toutes les coniques auxiliaires admettent quatre tangentes
communes. Ce sont les trois sus-indiquées et la ligne aß.

Les points triples et les points limites se trouvent d'une
manière analogue à celle de la construction précédente.

II

TANGENTES ET SÉCANTES

Nous considérons une courbe
du- 3e degré donnée par un faisceau

multiple S2 et un faisceau
simple Si constituant un groupe
du (2 -f- l)e degré.

Pour construire la courbe
nous nous reportons à ce que
nous avons écrit précédemment
(Ens. math., 15 nov. 06). Les
faisceaux sont donnés par cinq

Nous prenons également une
courbe de la 3e classe formée
par une division double et
une division simple constituant
ensemble un groupe de la
(2- -f- l)e classe.

Pour construire cette courbe
suivant la méthode que nous
avons déjà exposée, nous
considérerons les cinq paires de
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paires de rayons homologues
quelconques aaA ; aa± ; bbA cc\ ;

ddi ; ceux-ci déterminent sur
les rayons homologues d et dA

les ponctuelles :

d-, a1a.2ß

dx ; a ß y d

les points dx et d sont confondus

points homologues quelconques

:

AA1 ; AA2 ; BB, ; CC, ; DD1 qui
déterminent la courbe et nous
joindrons les points de la division

simple ABCD avec le point
Di de l'autre division, puis ceux
de cette division AiA2B1Ci et
D1 avec D l'homologue de D,
Nous formerons ainsi deux fais-

avec le point de coupe des bases
d et dA Ces ponctuelles
engendrent une conique donnée

par cinq tangentes. Celles-ci
sont :

d «j a ; a2 a ; (3, ß ; 7

Toute tangente de la conique
donne une paire de points
homologues sur les bases. D'un autre
côté, par tout point de dA nous
pouvons mener deux tangentes
et par chaque point de d une
tangente à cette courbe ; donc

ceaux homologues déterminant

un groupe du (2 l)e
degré. Le rayon DDj ou D4 D sera
un rayon homologue commun
des deux faisceaux. Ils
engendreront une conique déterminée

par cinq points : D ; aA \

a2 ßi » Y\ - Ces derniers sont
les points de coupe des rayons
comme D4A et DA4 ou Dd A et
DA2 etc.

Toute transversale de cette
courbe menée par D1 donne deux
rayons homologues passant par
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tout point de di correspond à

deux points de d En joignant
ces points respectivement à Si
et S2 on obtient trois rayons
appartenant au même groupement

et formant deux paires de

rayons homologues des
divisions. Ils donnent deux points de
la courbe du 3e degré. (Voir
fig. 8).

D et par les points de coupe.
Ces rayons déterminent, les
derniers deux points sur la base
double et le premier un point
sur la base simple. Ces trois
points forment deux paires de

points homologues et donnent
ainsi deux tangentes de la
courbe de 3e classe (Voir fig. 9).

Tangentes par le point double.

Considérons S2 sur di et
menons les deux tangentes de laco-

Points de tangence sur la tan¬

gente double.

Pour obtenir les points de

tangence de la tangente double

Fig. 9.

nique auxiliaire par ce point;
elles donnent ö^ö^sur^, comme
conjuguées de S2 sur di Ces

tangentes sont les rayons
conjugués du faisceau double
correspondant au rayon S4 S2 du
faisceau simple. Le point de

coupe de chaque rayon du
faisceau double avec son homologue

S4S2 est en S2 ; donc
chaque rayon est une tangente

L'Enseignement mathém., 10« année; 1908.

considérons-là, comme une
transversale de la conique
auxiliaire; issue de D4 elle donne M
sur la tangente base de ladivision
simple; les rayons homologues
par D sont DM4 et DM2 menée par
les points de coupe et donnant
ces points de coupe comme
conjugués de M. Nous aurons les
tangentes MMt et MM2 infiniment
voisines de la base double, côu-

9



130 L. CRE L IER
à la courbe en S2 On en conclut

:

Les tangentes de la conique
auxiliaire menées par le sommet

du faisceau double sont
donc les tangentes de la courbe
du 3e degré menée par le point
double (fig. 8).

pant celles-ci en M4 et M2 donc
ces points sont les points de

tangence de la base double. On
en conclut :

Les points de tangence de la
tangente double d'une courbe de
3e classe sont les points de coupe
de cette tangente avec la conique
auxiliaire (voir fig. 9).

Tangentes par le sohimet du
faisceau simple.

La tangente à la conique
auxiliaire menée par S4 en dehors
de d soit S1 p donne p sur dx

Par p on mène encore une
tangente pp% Le point correspondant

de S4 p sur d est px confondu

avec S4

Les rayons S2S4 et S2^2 sont
donc comme homologues Sxp

Ils donnent les points S4 et
M de la courbe. Dans ces
conditions S4M a deux points
confondus avec la courbe S4 et un
point de coupe en M

D'autre part les points de

coupe J et H de dx avec la
conique ne donnent plus qu'une
tangente par chacun de ces

points. Ces tangentes donnent
les points doubles delà division
surdf; en menant ainsi les rayons
doubles du faisceau S2 on voit
de suite que leurs points de

coupe avec S4 J et S4 H donnent
deux points confondus de la
courbe du 3e degré sur ces droites.

D'où il en résulte que S4 J et
S4 H sont encore deux tangentes
de la courbe du 3e degré passant
par S4 mais dont les points de

Point de tangence et points de

coupe de la base de la division
simple.

Le point de coupe P de la base
de la division simple avec la
conique auxiliaire donne la
transversale ni 7f2 D4 Il en
résulte les points P4 et P2 sur la
base double comme conjugués
de P. Le point P4 est l'intersection

des deux bases et le point
nl est confondu avec P. La
tangente P4P infiniment voisine
delà base simple, coupe celle-ci
en P donc ce point P est le
point de tangence de la base
de la division simple avec la
courbe du 3e degré. La tangente
PP2 est l'autre tangente de cette
courbe que l'on peut mener par
P

Par le point D4 on peut mener
également deux tangentes à la
conique auxiliaire. Celles-ci
déterminent avec D les points
doubles de la division multiple.
En joignant ces points doubles
avec le point de coupe de la
tangente respective de la conique
issue de D4 on trouve une
nouvelle tangente delà courbe de 3e

classe représentant deux tangen-
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tangence sont en dehors de

s,. •

De ce qui précède, il en
résulte donc :

La tangente de la conique
auxiliaire menée par est en
même temps tangente de la
courbe du 3e degré. Son dernier
point de coupe avec cette courbe
est différent de Si

Lés rayons du faisceau simple
conjugués respectivement aux
rayons doubles du faisceau multiple

S2 sont encore deux
tangentes de la courbe du 3e degré
passant par et dont les points
de tangence sojit leurs points de

coupe avec les rayons doubles
correspondants. (Voir fig. 8).

D'après ce qui précède, si
nous connaissons dans une
courbe du 3e degré à point double,

six points de cette courbe
et le point double, cette courbe
est complètement déterminée,
car nous pouvons prendre un
des points simples comme sommet

d'un faisceau simple et le
point double comme sommet
d'un faisceau double et former
avec ces deux faisceaux un
groupe du (2 -(- l)e degré avec
lequel nous pouvons construire
toute la courbe. Ces observations

jointes aux lois importantes
des tangentes peuvent se

résumer comme suit :

tes confondues dont le point de

coupe est en hx ou h.2 ou les

tangentes de la conique par D1

coupent la base simple ; hx et A2

sont donc les autres points de

coupe de la base simple avec la
courbe de 3e classe et les
tangentes à la courbe menée par
ces points sont ces tangentes
confondues.

On en conclut donc :

Le point de coupe de la base
de la division simple avec la
conique auxiliaire est le point de

tangence de cette base avec la
courbe de 3e classe. Ses deux
autres points de coupe avec elle
sont les points conjugués des

points doubles de la base multiple.

Les tangentes par ces points
de coupe sont les droites qui
joignent les points doubles avec
leurs homologues respectifs.
(Voir fig. 9).

Dualistiquement nous pouvons

dire qu'une courbe de la
3e classe à tangente double est
complètement déterminée avec
la tangente double et six
tangentes simples, car nous pouvons

prendre une des tangentes
simples comme base d'une division

simple et la tangente multiple

comme base d'une division
double, puis former un groupe
de la (2 -(- l)e classe avec ces
deux ponctuelles. Le groupe
permet de déterminer toutes les
autres tangentes de la courbe.
Dè ceci, et des lois importantes
des points de tangence nous
pouvons dire :
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Tangentes par un point
quelconque d'une courbe du 3e degré
à point double:

Par un point quelconque
d'une courbe du 3e degré à

point double on peut mener
trois tangentes à cette courbe.

1° La tangente dont le point
de tangence est le point donné.
On l'obtient en considérant le
point donné comme sommet
d'un faisceau simple homogra-
phique avec le faisceau double
du point double et en menant
de ce point la tangente encore
possible à la conique auxiliaire,
Cette tangente est toujours
réelle et sop dernier point de

coupe avec la courbe facilement
déterminable.

2° Les deux tangentes passant
par le point considéré mais dont
les points de tangence sont
différents de lui. On les obtient en
joignant ce point aux points de

coupe de la conique auxiliaire
avec la seconde base qui a servi
à l'établir. Le point de tangence
de ces droites est sur les rayons
doubles du deuxième faisceau,
Il est à remarquer que ces deux
tangentes peuvent être réelles
ou imaginaires ou confondues.

Nous pouvons donc ajouter,
puisque par chaque point de la
courbe on peut lui mener trois
tangentes :

Points de coupe d'une
tangente quelconque d'une courbe
de 3e classe à tangente double
avec cette courbe :

Une tangente simple quelconque

d'une courbe de 3e classe à

tangente double possède trois
points de coupe avec celle-ci.
Ce sont :

1° Son point de tangence avec
la courbe. On l'obtient en
considérant la tangente donnée
comme base d'une ponctuelle
simple homographique avec
celle de la tangente double et
qui est une ponctuelle double.
Le point de coupe de cette droite
avec la conique auxiliaire,
diffèrent du point de départ donne
ce point de tangence.

Ce point est toujours réel, et
par ce même point il existe une
seconde tangente que l'on sait
déterminer.

2° Les autres points communs
à la courbe de 3e classe et à la
tangente considérée sont les
points de coupe de cette
tangente avec les deux tangentes
de la conique auxiliaire menée

par le sommet du faisceau double

relatif à celle-ci.
Les tangentes en ces points

sont les droites qui les joignent
aux points doubles de la
ponctuelle sur la tangente double.
Il est à remarquer que ces deux
derniers points de coupe de la
tangente simple avec la courbe
peuvent être réels ou imaginaires

et dans un cas limite
confondus.

Nous pouvons donc dire que
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La courbe du troisième degré
à point double est une courbe de

la quatrième classe.

chaque tangente simple a quatre

points communs déterminés
avec la courbe :

Une courbe de la troisième
classe à tangente double est une
courbe du quatrième degré.

Coniques auxiliaires.

La conique auxiliaire dépend
comme on l'a vu des deux rayons
homologues sur lesquels on
prend les bases.

Toutes les coniques auxiliaires
ont donc trois tangentes
communes avec la courbe du
troisième degré. Ce sont les deux
tangentes par le point double et
la tangente avec son point de

tangence au sommet du faisceau
simple* ;

Le rayon du faisceau simple
sur lequel on prend la division
double auxiliaire est également
une tangente de cette conique.
Son point de tangence est aussi
son point de coupe avec son
second rayon conjugué. C'est
donc un point de la courbe du
troisième degré. La conique
auxiliaire correspondant à ce
même rayon et à son autre rayon
conjugué aura comme point de
tangence sur le rayon dont nous
causons, le point de coupe avec
le premier rayon conjugué. Il
est à remarquer que cette
conique et la précédente auraient
alors quatre tangentes communes.

Coniques auxiliaires.

La conique auxiliaire relative

aux courbes de classe
dépend des faisceaux construits
par les points homologues
et D.

Toutes les coniques auxiliaires

auront donc trois points
communs àvec la courbe de la
troisième classe. Ce sont les
deux points de tangence de la
tangente double et le point de

tangence de la tangente utilisée
comme base simple.

Le sommet D du faisceau
double auxiliaire est également
sur la conique. La tangente menée

par ce point donne son
deuxième conjugué D2 sur la
base double. C'est donc une
tangente de la courbe de
troisième classe.

La conique auxiliaire
correspondant aux faisceaux de sommets

D et D2 passera également
par D, mais cette conique aurait
comme tangente en D la droite
DD2 tangente de la courbe de
troisième classe. Comme
précédemment nous pouvons dire que
ces deux coniques auxiliaires
ont alors quatre points
communs.



134 L. C RELIE R

Intersection d'une droite
quelconque avec une courbe du 3*

degré à point double.

Toute droite coupant les deux
faisceaux d'un groupe du (2 -|- l)e

degré dont dépend la courbe
considérée du troisième degré
à point double, rencontre ces
faisceaux suivant deux divisions
du (2 l)e degré situées sur la
même base et homographiques
l'une à l'autre.

Les points de coupe avec les

cinq paires de rayons homologues

donne cinq paires de

points, également homologues
et suffisants pour déterminer
les ponctuelles.

Chaque point de coupe de la
transversal^ avec la courbe
correspond évidemment à deux
points homologues confondus
des divisions de même base.
Ces points homologues sont les
points doubles du troisième
degré des ponctuelles à base
commune. Comme elles ont trois de

ces points possibles, nous en
concluons que toute droite à

trois points de coupe avec la
courbe du troisième degré à

point double, et ceux-ci peuvent
être déduits des cinq paires de

points homologues fondamentaux

d'après les méthodes que
nous avons indiquées.

Autres constructions.

La courbe du troisième degré

Tangentes d'une courbe de 3e

classe à tangente double menées

par un point quelconque.

En joignant tous les points
des deux ponctuelles formant
un groupe de la (2 -(- l)e classe
dont dépend la courbe considérée,

de la 3e classe à tangente
double, avec un point
quelconque, on forme évidemment
deux faisceaux concentriques
du (2 -f- l)e degré, homographiques

l'un à l'autre.
Les cinq paires de points

homologues donnés entraînent
cinq paires de rayons homologues

des faisceaux, au moyen
desquelles on peut complètement

déterminer ceux-ci.
Toute tangente de la courbe

passant par le point considéré
correspond évidemment à deux
rayons homologues confondus
des faisceaux concentriques.
Ces rayons sont les rayons doubles

du troisième degré des
faisceaux. Ceux-ci ont trois de
ces rayons possibles, d'où nous
en concluons que par un point
quelconque on peut mener trois
tangentes à une courbe de la
3e classe à tangente double et
ces tangentes peuvent être
déduites des cinq paires de rayons
fondamentaux des faisceaux
concentriques. Il est bon de

remarquer que deux tangentes
peuvent être imaginaires et dua-
listiquement deux points de

coupe dans l'autre courbe aussi.

Autres constructions.

Les ponctuelles qui engen-
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et les tangentes dont nous eau-
sons peuvent être construites
encore d'une autre manière.

Si les éléments donnés sont :

Sjß Sgßj Sjß —
5 SAb —~~

S Jbi ; S±b — S2Z>2 ; et S^. — S2cx

le faisceau double en S2 contient
deux paires de rayons et comme
il forme une involution, on peut
le couper par une circonférence
arbitraire passant par S2. Les

drent la courbe de 3e classe que
nous considérons, peuvent être
données par les points :

aktdki ; bBtbBz et cCt

La ponctuelle A1A-SB1B2 dont
chaque paire est homologue des

points abc forme comme
nous le savons une involution.
Cette involution peut être
construite avec un cercle auxiliaire

Fig. 10.

points de coupe des rayons,
soient a± a2 ; bi b2 ; donnent
un faisceau de sommet P, dont
chaque rayon correspond à une
paire de l'involution en S2. Le
faisceau simple de sommet
devient ainsi homographique
avec le faisceau simple de sommet

P et ils engendrent une
conique. Cette courbe est donnée
par cinq points.

On peut construire toutes les
autres paires d'éléments homologues

des faisceaux primitifs

tangent de la base double. Les

tangentes de ce cercle par les
points correspondants de
l'involution donnent d'autres points
de coupe aßy situés sur une
même droite et forment une
ponctuelle sur celle-ci. Cette
ponctuelle est homographique
avec la ponctuelle simple abc
Elles engendrent donc ensemble
une conique dont elles donnent
les cinq tangentes fondamentales.

Toute tangente à la conique
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au moyen de transversales
menées par P. Chaque transversale
donne trois points dont deux
xx et x2 sur le cercle et un sur
la conique x. Les premiers
joints a S2 et le dernier à S4

forment les rayons S2^4 et S2^r2

homologues de Six. (Voir fig.
10.)

auxiliaire menée par un point J
de aß donne x sur la base simple.

Les tangentes au cercle
menées par £ donnent X4 et X2 sur
la base double comme points
conjugués de x. Les droites xXi
et ^X2 sont ainsi de nouvelles
tangentes de notre courbe de la
troisième classe à tangente double.

(Voir fig. 11.)

Fig. 11.

Pour obtenir les tangentes
par le point double, considérons
S4S2 du faisceau simple donnant
q sur la conique, Pq sera l'homologue

dans le faisceau P. Celui-
ci donnera ç4 et ç2 sur le cercle ;

donc et S2ç2 seront les

rayons homologues de S4S2
dans le faisceau S2.

Ce seront les tangentes de la

Les points de tangence de la
tangente double seront ses

points de coupe avec les
tangentes infiniment voisines ou
autrement dit les points conjugués

sur la base double du
point de coupe p des deux bases.
Ce seront P4 et P2. C'est la
tangente/?^ de la conique qui donne
tu sur aß, duquel on mène deux
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courbe du troisième degré par
le point double.

On obtient la tangente en S1

au moyen du rayon S2S4 donnant

ff2 sur le cercle ; donne
encore <r4 et <r. Le rayon S4<r est
ainsi l'homologue des rayons
S<>S4 et C'est la tangente
de la courbe en S4.

Les rayons doubles de l'invo-
lution en S2 résultent des

tangentes du cercle par P ; — Pâ

est une de ces tangentes. Elle
donne d sur la conique ; S4 d est

son rayon conjugué en S4 ou le

rayon homologue des rayons
doubles du faisceau S2. Le point
de coupe de ces rayons, soit D4

montre que Std ou S4D4 a deux
points de coupe avec la courbe
confondus en D4 C'est donc
une tangente de cette courbe en
D4 et passant par S4. L'autre
tangente par S4 correspond au

point de tangence D2.

Le cercle et la conique
auxiliaire ont quatre points de coupe
pouvant être imaginaires deux
à deux. Ces points sont aussi les
points de coupe de deux rayons
homologues comme S4/> et S2/?2.

Ils sont donc des points de la
courbe du troisième degré.
Cette courbe peut avoir six
points communs avec la conique.

Le cinquième est S4 puis
le sixième qui doit toujours
être réel est donné par le point
de coupe du rayon S2P avec son
homologue Sln. Le rayon S47f
a encore un point sur la courbe,
c'est son intersection avec la tan-

tangentes au cercle : nPi et
TTP2.

Le point de tangence de la
base simple est un point 5

conjugué des points S4 et S2 de la
base double. S4 étant le point
de coupe des deux bases. La
tangente du cercle par S4 soit
S4<r donne a sur aß. De ce point
on mène une tangente au cercle

pour avoir S2 et une à la conique
pour obtenir s.

Les points doubles de l'invo-
lution A4A2B4B2 proviennent
des points de coupe de aß avec
le cercle. Leurs homologues sur
la base simple sont les points
de coupe de celle-ci avec la
courbe de la troisième classe.
En outre la tangente menée par
un point double et son homologue

représente deux tangentes
confondues se coupant dans le
point de la base simple. Il en
résulte donc que ce point de la
base simple est le point de contact

de cette tangente.
Le cercle et la conique auxiliaire

ont quatre tangentes
communes pouvant être imaginaires
deux à deux. Ces tangentes sont
également des tangentes de la
courbe de 3e classe. Celle-ci
peut en avoir six qui lui sont
communes avec la conique
auxiliaire. La base simple abc est
une cinquième tangente
commune. La sixième sera donc
toujours réelle. Si nous
considérons la droite aß, elle coupe
la base double en mi ou /jl le
conjugué sur cette base est m2
le point de tangence du cercle
auxiliaire et le conjugué sur la
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gente du cercle en S2. (Voir
fig- 10).

La conique auxiliaire dépend
du cercle primitivement tracé.
Si on laisse le sommet Sd du
faisceau simple se déplacer sur
la courbe du 3e degré la conique
auxiliaire change, mais passe
toujours par les quatre points
de coupe du cercle avec la
courbe, autres que S2.

base simple est m. La tangente
mmi de la conique est en même
temps tangente de la courbe de
3e classe. C'est la sixième
tangente considérée. (Voir fig. 11.)

La conique auxiliaire dépend
du cercle. Si on choisit une autre

tangente simple que celle
qu'on a prise la conique change
aussi mais conserve toujours les
quatre mêmes tangentes
communes avec le cercle et la courbe
de 3e classe.

Ill

ASYMPTOTES ET TANGENTES PARALLÈLES

Asymptotes des courbes du 3e

degré, à point double

Le problème des asymptotes
de ces courbes comprendra
deux parties. D'abord on
établira la direction des points à

l'infini, et en second lieu on
déterminera les tangentes par ces
points.

Les points à l'infini proviendront

de rayons homologues
parallèles. Pour avoir leur
direction, menons en S2 des rayons
parallèles à ceux de S/. Nous
formerons ainsi deux faisceaux
concentriques homographiques
du (2 + l)e degré. Les rayons
doubles du 3e degré de ces
faisceaux correspondront aux
rayons homologues parallèles.

Tangentes et points de tan-
gence des courbes de 3e classe
parallèlement à une direction
donnée.

Ce problème se compose
également de deux parties. Il faut
en premier lieu trouver les
tangentes en direction puis en
second lieu déterminer les points
de tangence.

La courbe sera donnée dans
la fîg. 12, par les cinq paires de

tangentes Aia — b — Ctc —
T)±d — E, e

La direction de la ou des
tangentes parallèles est donnée par
xx'. Nous en sommes ramenés
à chercher les tangentes de la
courbe pour le point à l'infini
sur cette direction. On joint les
points des deux ponctuelles avec
ce point. On forme ainsi des
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Dans la fig. 12 la courbe est
donnée par les faisceaux en S2

et correspondant aux cinq
points ABCDE.

Les parallèles en S2 aux
rayons de S1 sont désignées
par 1, 2, 3, 4 et 5. Les faisceaux
concentriques en S2 ont donné
un rayon double du 3e degré kk.
Celui-ci donne donc une direction

asymptotique de la courbe.

Nous obtiendrons maintenant
l'asymptote correspondante en
formant un nouveau faisceau
simple dont le sommet est à

l'infini sur la direction kk et
dont les rayons passent par les
points de la courbe ABCDE.

Le rayon Y par E de ce faisceau

coupera les rayons du
faisceau S2 en cinq points. Le
rayon ei du faisceau S2 coupera
les parallèles en cinq autres
points homologues des
premiers. La ponctuelle sur Y. E
sera une ponctuelle double ;

celle sur e± une ponctuelle simple

homographique avec la
première. Ensemble elles engendrent

une conique qui peut
servir de conique auxiliaire
pour la courbe du 3e degré.

La tangente de cette conique
menée par le sommet M« du
faisceau simple sera comme nous
l'avons vu antérieurement la
tangente de la courbe du 3e

degré par M«. Ce sera donc une

faisceaux homographiques
concentriques du (2 + l)e degré ou
sur la base double, des divisions
homographiques formant un
groupe de la (2 -)- l)e classe. Les

points doubles du 3e degré de
ces divisions correspondent aux
rayons de même nature des fais-
caux de rayons parallèles et
donnent ainsi les tangentes
parallèles à la direction considérée.

Par M dans la fig. 12, nous
avons une de ces tangentes. Sa

construction étant développée
par des méthodes connues.

Nous considérons ensuite la
division simple déterminée sur
la nouvelle tangente par les
tangentes de la courbe de 3e classe
issues des points de la ponctuelle

double. Ce sont 1, II, III,
IY etV. En prenant deux points
homologues C4 et III comme
sommets de deux faisceaux
auxiliaires

III (Ai, Bi, Q, Dlt Et ;

et

Ci(I, IÎ, III, IV, Y

formés avec les ponctuelles,
nous obtenons une conique
donnée par cinq points 1, 2, 3,
4 et 5. Cette conique auxiliaire
peut servir à la construction de
la courbe de 3e classe.

Le point de cette conique avec
la tangente simple (Tg) menée
parallèlement à la direction xx'
sera comme nous le savons le
point de tangence de la droite
avec la courbe de 3e classe.
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asymptote. Elle est marquée
(As)-

Comme oil connaît cinq
tangentes de la conique auxiliaire
considérée et la direction de la
sixième, on peut construire
celle-ci par le théorème de

Ce point est marqué P. Nous
avions donc cinq points de la
conique et la direction passant
par le sixième. Nous avons cherché

celui-ci par le théorème de

Brianchon sans tracer la conique.

Il ressort de ce qui précède
que la courbe du 3e degré à

point double a trois asymptotes
dont deux peuvent être
imaginaires.

Pascal sans construire la
conique.

Il est donc évident d'après ces
observations qu'z7 y a trois
tangentes de la courbe de la
troisième classe parallèles à la
direction donnée. Deux d'entre
elles peuvent être imaginaires.

L. Crelier (Bienne).
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