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496 \ ' V. HIOUX

Il suit de la que : Si deux angles ont leurs cotés paralleéles
2 a 2 leurs plans sont paralléles.

Nous nous bornons a I’énoncé de ces propositions ainsi
que des suivantes.

14. — 1°. Deux plans paralléles P et Q sont partout égale-
ment distants.

Cela résulte des théorémes 1 et III de

B ce paragraphe.
R N\ C P 2°. Les portions de deux droites paral-

leles comprises entre deux plans paralléles
P et Q sont égales.

3°. Enfin nous terminerons par le théo-
cr JQ reme suivant.

TutoreEME V. Sideux plans P et Q sont
paralleles, on peut. par une translation
rectiligne, amener 'un d’eux en coincidence avec 'autre.

Démonstration. Entre les deux plans donnés (fig. 6), pla-
cons 3 droites paralleles AA’, BB’ et CC’ non situées dans
le méme pfan; ces trois droites ont la méme longueur /.

Si on fait subir au triangle ABC et par suite au plan P une
translation rectiligne égale et parallele a AA’, chacune des
3 droites AA’, BB' et CC’ glissera sur elle-méme ; et comme
elles sont égales, les 3 points A, B etC viendront simultané-
ment se placer sur les points A’, B’ et C’ du plan Q.

Des lors le plan P coincidera avec le plan Q.
C.Q.F.D.

=

Fig. 6

V. Hioux (Paris).
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de la forme 3y == 1, on aura, pour 'une des valeurs de x

y Fotn
xE—ﬂ,’ ou x_:_al)y'.l__:_‘w .
Yu T Yeu 1

i

Toutes ces propriétés peuvent étre facilement controlées
au moyen des formules de triplication (6) et (7) et des théo-
rémes de divisibilité énoncés §§ 3. ’

Soit, comme exemple, a résoudre la congruence

-x3+3x—-1;—_‘_0. : (mod 47)

La récurrence auxiliaire est toujours [1, 1], et son discri-
minant 5 est non-résidn de 47. De plus y,, = 987 = 21 >< 47.
La congruence proposée a donc trois racines ; 'une d’elles
sera ‘

les autres sont 41 et 42.

C. CaLLer (Geneve).

SUR LE 5™ LIVRE DE GEOMETRIE

PREMIERE PARTIE.

1. — L’article intitulé « Parallélisme et translation recti-
ligne », publié dans le numéro du 15 septembre 1907 de la
Revue L’Enseignement mathématique (pp. 367-381), impose
de nouvelles définitions pour le parallélisme de droites et de
plans et par suite un nouveau procédé de démonstration des
propriétés qui les concernent. Nous nous bornerons a énon-
cer simplement les propositions dont la démonstration est
devenue tlassique et surtout celles qui sont relatives a la
perpendicularité d’une droite et d’un plan.

On est convenu d’appeler surface plane ou plan une sur-
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face telle que si on y marque deux points a volonté, la droite
qul les joint est toute entiére sur la surface.
On démontre qu'un plan est déterminé de position :
1° par deux droites qui se coupent;
2° par trois points qui ne sont pas en ligne droite;
3° par une droite et un point extérieur a cette droile;
P
4° par deux droites paralléeles.
Nous rappelons écalement les deux propositions suivantes :
p
1° L’intersection de deux plans qui se coupent est une ligne
o)
droite ;
- 2° Par un point pris hors d’une droite on peut lui mener
p p P
une paralléle et une seule.
Ces préliminaires posés nous continuerons comme il suit.
p :

I. Droites paralléles. Angle de deux droites.

2. — TuroreME I. Si par deux droites paralleles AX et BY
on lait passer deux plans P et Q se coupant suivant une droite
CZ, cette droite est parallele a chacune des deux autres.

Démonstration. Désignons par R (fig. 1) le plan des deux
paralléles AX et BY.: il forme avec les deux autres une figure

invariable. Concevons qu’on lui fasse

B B” ¥ subir une translation rectiligne de

/\ directrice AX; si on assujettit le plan

C —Z  Ra glisser sur lui-méme, chacun des

V . plans P et Q glissera également sur

A A" X lui-méme. Quand le point A de AX

fig. 1 aura décrit sur cette droite un seg-

ment AA’ — [, le point B de BY, paralléele a AX, aura

décrit sur cette droite un segment BB'— AA" = [. Le

point C de CZ aura décrit dans le plan P un segment de

droite égal et parallele & AA" et dans le plan Q un segment

de droite égal et parallele a BB'; or le point C a effectué un

trajet unigue qui appartient a chacun des plans P et Q; il a

donc décrit sur leur intersection CZ un segment CC' =/

parallele a la fois 2 AX et a BY. Donc l'intersection CZ des
deux plans P et Q est parallele a chacune de ces droites.

C.Q. F.D.
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Corollaire. Si, dans 'espace, deux droites BY et GZ sont
respectivement paralleles & une 3° droite AX, ces droites
sont paralleles entre elles.

Démonstration. Un point C de la droite CZ (fig. 1) déter-
mine avec AX un plan P et avec BY un plan Q lesquels se
coupent suivant une droite A passant par le point C; or cette
droite est parallele a AX ¢t a BY ; mais par le point C on ne

peut mener qu’'une seule paralléele a AX; donc la droite A

se confond avec CZ et par conséquent les droites BY et GZ
sont paralleles. C.Q.F.D.

Remarque. Ce théoréme fournit la démonstration classique
bien connue du théoréme suivant:

THEorEME 11. Si deux angles ontleurs cotés paralléles 2 a2
et de méme sens, ces andes sont égaux.

Supposons que les deux angles ACB A'C'B’ (fig. 1) ré-
pondent a la question, on peut aussi démontrer le théoréme
comme 1l suit : ,

Les deux cotés paralleles CA et G' A’ déterminent un plan
P; de méme les colés paralleles CB et C'B’ déterminent un
plan Q. ces deux plans se coupent suivant une droite GC'.
Cela posé, concevons que I'on fasse subir a 'angle ACB une
translation rectiligne égale et parallele a CC'; si on assujettit
le plan P a glisser sur lui-méme, le plan Q glissera également
sur lui-méme et les droites C A et CB viendront simultané-
ment coincider avec leurs paralleles respectives C'A’ et
C'B’; des lors 'angle A CB coincidera avec 'angle A’C’'B’,
donc ces angles sont égaux. C.Q.F.D.

Angle de deux droites non situées dans le méme plan.

3. — DErinITION. Si deux droites orientées D et D’ ne sont
pas dans le méme plan, on appelle angle de D
ces droites l'angle plan que I'on obtient en .,/’T
menant par un point O de 'espace deux demi- Q
droites D1 et D't (fig. 2) respectivement paral- N,
leles aux deux premiéres et de méme sens. Si X\
on recommence la méme construction pour
un autre point O’ les nouvelles demi-droites,
respectivement paralleles a D et a D’ le seront également

.
0g
[
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a D1 eta D1, On aura donc deux angles plans ayant leurs
cOtés paralleles 2 a2 et de méme sens et par conséquent
ces angles seront égaux. Le point O peut donc étre choisi ar-
bitrairement et au besoin sur 'une des droites données. La
définition qui précéde est donc ainsi complétement justifiée.

Si 'angle plan ainsi formé est droit, on dit que les deux
droites D et D' sont perpendiculaires ou bien orthogonales.

Illest bon d’observer que si une droite D est orthogonale
a une droite D', elle I'est également a toute paralléle A a la
droite D', car la parallele a A par le point O est paralléle a D’
et se confond par conséquent avec D’y.

II. Perpendicularité d'une droite et d'un plah.

4. — Les propositions qui font I'objet de ce paragraphe,
le plus important du 5™¢ livre, sont établies d'une fagon treés
simple et en méme temps trés générale grace a ’'emploi de
I'angle de deux droites, dans les Eléments de Géométrie de
H. Boset A. Rebiére, publiésen 1881 par la Librairie Hachette
et Cle,

Nous utiliserons dans ce qui va suivre les propositions
suivantes: ‘ |

1° Si une droite D est perpendiculaire a un plan P, toute
parallele D’ a D est aussi perpendiculaire au méme plan,

En effet puisque la droite D est orthogonale a une droite
quelconque du plan P, il en est de méme de sa parallele D',
donc la droite D’ est perpendiculaire au plan P.

2° Si deux droites D et D’ sont paralleles, tout plan P per-
pendiculaire a 'une est aussi perpendiculaire a I'autre. Cette
proposition est une conséquence de la précédente.

3° Réciproquement: Si deux droites D et D’ sont perpen-
diculaires &4 un méme plan P, ces droites sont paralleles.

Si par un point M de D’ on mene la parallele a D, elle
sera perpendiculaire au plan P ; donc elle se confondra
avec D’ et par conséquent D’ est parallele a D. —C. Q. F. D.

4° Enfin nous utiliserons également le théoréme des 3 per-
pendiculaires.
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DEUXIEME PARTIE.

III. Parallélisme d'une droite et d'un plan.

5. — DEriNtrion. On dit qu’une droite et un plan sont paral-
leles lorsque la droite a tous ses points a la méme distance
du plan. |

TakoriMe I. Si une droite AB a deux points A et B a la
méme distance / d’un plan P, elle est paralléle au plan.

Démonstration. Des points A et B (fig. 3) menons les per-
pendiculaires AA’ et BB’ sur le plan P. Ces droites sont
paralléles et déterminent un plan R qui
coupe le plan P suivant la droite A'B’; | B M
d’ailleurs, par hypothése, AA" = BB’, A
_done, puisque ces droites sont en outre |
'une et l'autre perpendiculaires sur RGBT
A'B’le quadrilatéere AA'B'B est un rec- A " p
tangle. D’'un point M quelconque de c D
AB menons dans le plan R la paralléle
MM’ 4 BB’ par exemple. Cette droite est
perpendiculaire au plan P et par suite perpendiculaire sur
A'B’; le quadrilatere BB'M'M a ses cotés paralleles 2 a 2,
c’est donc un parallélogramme et, de plus, c’est un rectangle
dans lequel on a MM’ = BB’. Donc la distance au plan P des
divers points de AB est partout la méme ; cette droite est
done parallele au plan P. C. Q. F.D.

6. — TaeoremE II. Si une droite AB est paralléele a une
droite CD du plan P, elle est parallele a ce plan.

Démonstration. De deux points A et B de la droite AB
(fig. 3) menons les perpendiculaires AA" et BB’ sur le plan P.
Menons ensuite dans le plan P les perpendiculaires A’C et
-B’D sur la droite CD et tracons enfin les droites AC et BD.

D’apres le théoréme des 3 perpendiculaires ces droites
sont I'une et I'autre perpendiculaires sur €D elles sont par
conséquent paralleles et en outre égales puisque les droites
AB et CD sont paralleles par hypothése. Dés lors les deux
triangles rectangles AA’C et BB’D ont leurs hypoténuses

Fig. 3




492 V. HIOUX

égales’; en outre leurs angles aigus en A et en B sont égaux
parce qu’ils ont leurs cotés paralléles 2 4 2 et de méme sens.
Donc les deux triangles sont égaux etl’'on a AA’ =— BB'’. La
~droite AB a donc deux points a la méme distance du plan P
elle est par conséquent paralléele au plan. C. Q. F. D.

7. — TugkoreME III. Si1 par une droite AB parallele a un
plan P, on fait passer un plan Q qui le coupe suivant une
droite CD, cette droite est paralléle a la droite AB.

Démonstration. De deux points A et B de la droite AB
(fig. 3) menons d’abord les perpendiculaires AA’ et BB’ sur
le plan P; menons ensuite dans le plan Q les perpendicu-
laires AC et BD a la droite CD. Ces deux couples de droites
sont paralléles 2 a4 2 et de méme sens et par conséquent les
angles aigus A’AC et B'BD sont égaux; dés lors si on trace
les droites A'C et B’'D on forme deux triangles rectangles,
AA’C et BB'D qui ont un coté égal AA’ — BB’ adjacent a
deux angles égaux chacun a chacun; donc ces triangles sont
égaux ; il en résulte AC —= BD; mais ces droites sont paral-
leles, et par conséquent le quadrilatere ACDB est un parai-
lélogramme dans lequel CD est parallele a AB. C. Q. F.D.

8. — TukorkME 1V. Si une droite AB est paralléle a un
plan P et que par un point C du plan on lui méne une paral-
lele, cette droite est contenue toute entiére dans le plan P.

Démonstration. En effet (fig. 3) le point C et la droite AB
déterminent un plan Q qui coupe le plan P suivant une droite
CD parallele a la droite AB; mais parle point C on ne peut
mener qu'une paralléle a la droite AB; donc la parallele
en question est la droite CD située toute entiére dans le
plan P. |

Remarque particuliére. Si par deux droites paralleles AX
et BY d’'un plan R (fig. 1) on faitpasser deux plans Pet Q qui
se coupent suivant une droite CZ, celte droite est paralléle
au plan R.

En effet, la droite CZ est parallele a une droite AX du
plan R, donc elle est parallele a ce plan.

9. Pour terminer ce paragraphe nous nous bornerons a
énoncer les propositions suivantes :

1° Si une droite AB est parallele a un plan P toute per-
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pendiculaire au plan P est perpendiculaire ou orthogonale a
la droite AB.

‘Corollaire. — Une droite et un plan paralléles sont partout
également distants: de sorte que si la droite a un de ses
points dans le plan, elle y est contenue toute entiere.

2° Les portions de deux droites paralleles comprises
entre une droite AB et un plan P qui lui est paralléle sont
égales. : "

3° Si une droite AB est paralléle a un plan P on peut, par
une translation rectiligne, placer cette droite dans le plan.

Démonstration. — En effet, par la droite AB (fig. 3) me-
nons un plan Q qui coupe le plan P suivant une droite CD .
Puisque ces deux droites sont paralléles on sait que par
une translation rectiligne en peut amener AB a coincider
avec GD . La droite AB sera ainsi placée dans le plan P.-

C. Q. F. D.

I'V. — Parallélisme de deux plans.

10. — Dirinition. On dit que deux plans P et Q sont paral-
léles lorsque 'un des deux a tous ses points a la méme dis-
‘tance de 'autre.

Tukorime I. — Si deux plans P et Q sont perpendiculaires
a une meéme droite LL', en deux points différents A et B,
ces plans sont paralleles.

Démonstration. — Nous allons prouver que le plan P a
tous ses points a la méme distance AB du

plan Q (fig. 4). , .

Dans le plan P prenons arbitrairement / ,q/CI/ ]P
un point C et de ce point menons la droite
CD perpendiculaire sur le plan Q. Les
droites AB et CD perpendiculaires au plan

QQ sont paralléles; mais la droite BA est
aussl perpendiculaire au plan P, donc il [ B/I/D /Q
en est de méme de sa paralléle DC. Le -

quadrilatéere ABCD a donc ses quatre an- L

gles droits; c’est un rectangle dans lequel Fig. 4 .
les cotés opposés AB et CD sont egaux. Le plan P a donc

L’Enseignement mathém., 10° année ; 1908. 33
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tous ses points a la méme distance AB =7 du plan P; donc
ces deux plans sont paralleles. C. Q. F.D.

Remarque. — Puisque DC = BA = [ et que DC est per-
pendiculaire au plan P on constate que le plan Q a tous ses
points a la méme distance / du plan P . Si donc on envisage
les deux plans P et Q au point de vue de la distance a l'un
d'eux de tous les points de l'autre il ya réciprocité entre
ces deux plans.

Corollaire. — Si deux plans P et ) sont paralleles, toute
droite située dans I'un d’'eux est paralléle a I'autre.

En effet, si cette droite est dans le plan P par exemple,
elle a tous ses points a4 la méme distance du plan Q ; done

elle est paralléele a ce plan. C. Q. F.D.
11. — TukoremMe II. Les intersections
&/ 8 de deux plans paralléeles P et Q par un 3°
/A I /) plan R sont paralléles.
Démonstration. Par une droite AB du

plan P et un point C du plan Q (fig. 5) fai-

sons passer un plan R qui coupe le plan Q

’ suivant. une droite CD. Puisque la droite

Z 7Q . AB du plan P est parallele au plan Q. l'in-

tersection CD des plans R et () est paral-
¥ig. 5 lele a la droite AB. C.Q.F.D.

Corollaire. Si deux plans P et Q sont paralléles, toute
droite A qui rencontre I'un, rencontre l'autre.

Démonstration. Supposons que la droite A (fig. 5) ren-
contre le plan P au point [. Par celte droite et un point C du
plan Q faisons passer un plan R.

Il coupe les plans P et QQ suivant deux droites paralléles
AB et CD; or, la droite A rencontre AB au point I, donc
elle ira rencontrer sa parallele CD dans le plan R; donc la
droite A rencontre le plan Q. C. Q. F.D.

12. — TukoreMe II1. Si deux plans P et Q sonl paralleles,
toute droite perpendiculaire a l'un est perpendiculaire a
I'autre.

“Démonstration. Supposons (fig. 4) que les plans P et Q
soient paralléles. Si, en un point A du planP, on mene laper-
pendiculaire a ce plan elle ira rencontrer le plan Q en un cer-

(]




SUR LE 5we LIVRE DE GEOMETRIE 495

lain point B. Par la droite AB faisons passer un plan R ; il
coupera les deux plans P et Q suivant deux droites paralléles
AC et BD. Or, la droite AB, perpendiculaire au plan P, est
perpendiculaire sur AC; elle est par conséquent perpendi-
culaire a sa paraliele BD dans le plan. On voit ainsi que
la perpendiculaire AB au plan P est perpendiculaire & une
~droite quelconque BD passant par son pied dans le plan Q;
donc. toute perpendiculaire au plan P est perpendiculaire au
plan Q. C.Q.F.D.

Corollaire. Si deux plans P el Q sont paralléles a un méme
plan R, ces plans sonl paralléles.

Démonstration. En effet, une perpendiculaire quelconque
au plan R sera perpendiculaire & chacun des plans P et Q.
Done (th. I) ces plans sont paralléles. C.Q.F.D.

Remarque. St deux plans paralléles P et Q ont un point com-
mun M ces plans coincident.

Démonstration. La perpendiculaire en M au plan P, par
exemple, est également perpendiculaire au plan Q qui lui est
parallele ; il suit de 1a que les deux plans P et () sont perpen-
diculaires & une méme droite, au méme point M ; donec ces

plans coincident. C.Q.F.D.
13. — TuroreMe I'V. Par un pointA, extérieur a un plan Q,

on peul mener un plan P paralléle au plan O, et on n’en peut
mener qu’un seul.

Démonstration. Du point A (fig. 4) on peut mener la per-
pendiculaire AB sur le plan Q; on peut ensuite mener au
point A un plan P perpendiculaire sur AB. Ce plan sera pa-
rallele au plan Q puisqu’ils seront I'un et I'autre perpendicu-
laires a la méme droite AB.

Sion imagine par le point A un autre plan P’ paralléle au
plan Q, les deux plans P et P’ paralleles au méme plan Q
seront paralleles entre eux, el a cause de leur point commun
A ces plans coincideront. Donc par le point A on peut mener
un plan et un seul paralléle au plan Q. C.Q.F.D.

Corollarre. Si par un point A, extérieur a4 un plan Q, on
meéne des paralleles en nombre quelconque a ce plan, elles

sont toutes situées dans le plan P paralléle au plan Q et pas-
sant par le point A. |
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