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LE PREMIER LIVRE DE LA GEOMETRIE NATURELLE!

CHAPITRE V

, La symétrie. ,
Sphére et Plan comparés; analogies et dissemblances.

Avant d’étudier les analogies et les dissemblances des triangles
sphériques comparés aux triangles plans, nous devons, pour cet
objet méme, étudier un mode remarquable de correspondance
entre deux figures : le mode de correspondance par symétrie.

I. — Détinitions et propriétés des figures symétriques.

DEriNiTIONS. — 1° Si deux figures F, et F, se correspondent,
point par point, de maniére que (fig. 53) toute droite qui réu-
nit un point M, de la premiére a un point
correspondant M, de la seconde soit tra-
versée en son milieu H par un plan P
fixe, mais perpendiculaire a la droite de

]
I )

jonction, on dira que les figures F, et F, P////////}//f////i//

sont symétrigues par rapport au plan P. //////// ! |

Remarques. — a) Le plan P est le lieu

M.

des points de 'une des deux figures qui M
coincident avec leurs correspondants Fig. 53.
respectifs de Pautre figure. C’est le plan

de symétrie. — b) Une droile juxtaposée sur sa symétrique

est ou bien perpendiculaire au plan de symétrie, ou bien si-
tuée dans ce plan.

~ 2° Si deux figures G, et G, (fig. 54) se correspondent point
par point de maniere que le milieu de la droite qui réunit

! Voir L’Enseign. Math., année 1908, n° du 15 mai, p. 185-207; n° du 15 juillet, p. 296-318.
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les deux points correspondants M, et M, soit un point fixe O
de I'espace, on dit que les deux figures sont syméirigues
lUune de lautre par rapport au point O. Le point O
s’appelle le centre de symétrie.
Remarque. — Une droite juxtaposée sur sa symé-
|® trique doit nécessairement passer par le centre de sy-
métrie.
+*  PROBLEME FONDAMENTAL. — On construit (fig. 55) la
ﬁig, figure F, symétrique de F, par rapport au plan P et la
figure F; symétrique de F, par rapport au point O pris
dans le plan P. Cherchons
quelle relation existe entre

les deux figures F, et F,. /

&

PZ

Pour répondre a cette ques-
tion menons par le point O la

0
///f///’///;,,

droite ZOZ' perpendiculaire 7L o
au plan P; soit M, un point %{//////{%/7//7/
/A

L L4

quelconque de la figure F,,
soient M, son correspondant /\
dans F, et M; son correspon- M M.
dant dans F,. : K
Le milien H de M, M, est .
la projection commune des L
Fig. 55

points M, et M, sur le plan P;
nous avons vu (chapitre [I, théorie du diédre) que la droite
2017’ est dans le plan des trois droites M,OM,, OH, OM,, et
si I'on fait le rabattement de ce plan sur lui-méme par un
demi-tour exécuté autour de OH, M, venant en M, I'angle

N A\
M,OH recouvre I'angle M,OH : il résulte de la que les sup-

A A\
pléments de ces angles ou ZOM, et Z'OM, sont égaux; en
considérant alors I'angle opposé par le sommet a ZOM, c’est-

A
a-dire I'angle Z'OM; on voit enfin que la droite OZ' est la

bissectrice de I'angle au sommet O du triangle M;@MQ, et
comme ce triangle est isoceéle puisque OM, et OM; tous deux
égaux a OM, sont égaux, la droite OZ' doit passer par le mi-
lieu de M, M, et étre perpendiculaire a cette droite.

On voil donc que pour amener la figure F, en coincidence
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.par rapport a son sommet S;
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avec la figure F, il suffira de la faire tourner aulour de l'axe
de rolation OZ d’une demi-révolution. |

CONSEQUENCE. — Les figures syméiriques d’'une méme figure
sont superposables. — Ce fait est la conséquence du probleme
précédent et de la remarque suivante.

Remarque. — Les figures symétriques d'une méme figure
F par rapport a4 deux centres différents sont superposables,
car elles sont chacune superposable sur la symétrique de la
méme figure F par rapport a un plan contenant les deux
centres.

2. — Une figure non plane n’est en général pas superposable sur
sa symétrique, et elle n’est, dans tous les cas, jamais superposable
avec correspondance des éléments symétriques dans la superposi-
tion, bien que tous les éléments plans correspondants soint égaux.

Exemple : (fig. 56) soit un triedre, formons le triedre symétrique

faces et diedres du nouveau
triedre sont respectivement
égaux aux éléments corres-
pondants du premier triedre,
car ce sont des faces ou des
diedres, deux a deux, oppo-
sés par le sommet ou par
I’aréte. Or, wune trame d'un
solide fizant la position du
solide, on pourra, si on veut
essayer la superposition du
triédre et de son symétrique
par éléments symétriques,
commencer par faire coin-
cider la trame ASC sur la
symétrique A’SC’ par une
rotation de un demi-tour exécutée autour d’une perpendiculaire
menée par S a cette face, mais, aprés ce mouvement, la droite SB
est restée d’'un méme co6té du plan ASC et ne pourra donc pas
venir coincider avec sa symétrique SB’. Si pourtant le triedre
est isocele, si par exemple (fig. 57) le diédre d’aréte SA est égal
au diedre d’aréte SC, une rotation de un demi-tour exécutée
autour de la perpendiculaire XY a la bissectrice de 'angle ASC
fera coincider le triédre sur son symétrique; mais dans ce mode
de superposition l'aréte SC recouvre SA’ qui n’est pas son élé-
ment symétrique.

Autre exemple.—1l résulte des lois de la réflexion de la lumiére
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que I'image d’une figure F éclairée, fournie par un miroir plan, est
une figure symétrique de F, par rapport & ce miroir.

Or, regardez-vous dans une glace plane, et que votre main gauche
tire votre oreille gauche, votre image ne vous est pas superposable
car elle se tire l'oreille droite.

3. — Les figures planes sont égales a leurs symétriques. —
Ce fait résulte du théoréme suivant (fig. 58) :
THEOREME. — 87 on fait tourner une figure plane F autour
d’'un axe XY situ€ dans le plan (1) de la figure et st la figure
Foient, aprés la rotation occuper la po-
sitton K' dans le plan (2) les figures
égales F et F' sont encore symélriques
@ par rapport au plan P qui partage en
deux diédres égaux le diedre formé par
les deux demi-plans, (1), XY, d’une part,
et, 2, XY, d'autre part.
En effet tout point S de la figure si-
tué sur l'axe demeure immobile, si donc
H est le milieu de la droite qui réunit
un point M de la figure a sa nouvelle ve-
-nue dans la figure F’, la droite SH sera
perpendiculaire a MM’ et bissectrice de
I'angle en S du triangle isocéle MSM'.
En faisant varier a volonté le point S on voit que la droite
MM’ est perpendiculaire en H au plan qui passe par H et par
XY; en prenant pour S le point I projection commune des
points M et M’ sur XY on voit de suite que le plan H, XY est
le plan qui forme des diedres égaux avec les plans (1) et (2)
ce plan est donc le méme pour tous les points M; or M et
M’ sont symétriques par rapport a ce plan fixe. [l en est de
méme des figures F et F'. |
Remarque. — Ce théoréme est la clef des propriétés du
triangle sphérique isocele.

II. — Propriétés du triangle sphérique.

1. — Propriété du triangle sphérique dont deux cétés sont
égaux.— Soit (fig. 59) ABC un triangle sphérique isocele
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