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SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE 381

la formule (A) se réduit &

(C) F(x) = lim —

E=u n=1y

C'est le type général des formules de sommabilité de
M. Borel. Quant a la condition (B), on concoit qu’elle ne peut
étre réalisée que pour x dans une certaine région du plan ou
’on cherche & définir F(x). Je dirai que c’est la région de
sommabilité dans laquelle la formule (G) est valable.

4. — La formule (A) a été élablie dans le cas oules poles de
F(x) étaient simples. Si ce sont des poles multiples d’ordre n,
on voit, d’aprés une formule bien connue, que le second
membre de (3), et par suite le second sigma de (A), contien-
nent linéairement )

Ex ) [Ex (n—1) §_7C
G @) )

et non pas seulement la premiére de ces quantités. Alors la
condition (B) est a remplacer par n conditions qui, cas trés
important, se confondent si f(£) = eb.

ETvpE DE LA FORMULE (C).
5. — La formule (C) ne sera applicable, si n est 'ordre de

multiplicité des poles de F(x), que pour & situé dans des ré-
gions du plan telles que 1'on ait

£l (Eﬁ)
lim — k =0,
£ (&)

i =0,1,2, ..., 0.—1.

Si ces n conditions sont réalisables, il s’ensuit notamment
que la formule (C) est n — 1 fois dérivable dans le cas ou
F(z) serait une fonction a poles simples car la (n — 1) dé-
rivée a alors des poles d’ordre n. La formule (C) est méme
indéfiniment dérivable si f(£) = ¢8. Ce résultat a été signalé
par M. Borel. On pourrait le généraliser mais il est particu-
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lierement évident quand la fonction sommatrice est la fonc-
tion exponentielle.

La méthode de sommation exponentielle est done particu-
lierement importante. Je me propose, dans ce qui suit, de
retrouver les résultats de M. Borel concernant les fonctions
sommatrices

p _
f1& = eg , fi& = eE , (p entier) P
et d’étudier en outre le cas de
£
f‘g) = e o
6. — Méthode de sommation exponentielle. — C’est le cas

ou I'on prend /(£, = ¢%. Cherchons les points .r pour lesquels
on ait

Ex
= |
. e
lim — — 0.
P -
€
Posons pour cela |
B = peim , x = re‘d , a; = akeirk

Envoyons ¢ a I'infini dans la direction d’argument «. La li-
mite a chercher est celle d’'une exponentielle dont ’exposant
est

p(cos @+ isin w) [a—rk cos (6 — 7,) + a—:—;isin 0 —7,) — ’1]-

Cette exponentielle tendra vers 0 si la partie réelle de I'ex-
posant croit indéfiniment par valeurs négatives, ce qui exige

r i
— c0s (w 4 6 — 7, ) —cos w <0 .
“r

Considérons la droite d’équation

r
— 6 — — = 0.
~ cos (& -+ T,) — €OS w

Si w est compris entre — 7—;- et + g«l’inégalité précédente

est vérifiée pour tous les points situés du méme coté que
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origine par rapport a cette droite. Comme a chaque pole de
la fonction F correspond une droite, la région des points du
plan ot la formule (B) sera applicable sera formée par la ré-
gion située du méme c6té que l'origine par rapport a toutes
ces droites; c’est donc une région polygonale, appelée poly-
gone de sommabilité.

Si w est compris entre % et °F llnegahte précédente n’est
alors vérifiée que pour les pomts du plan situés de lautre
coté-de 'origine par rapport a la droite précédente.

Dans ce cas la région de sommabilité, si elle existe, est
constituée par tous les points du plan situés de Pautre coté
de l'origine par rapport a toutes ces droites. Elle n'existe que
si F(x) se réduit & une fraction rationnelle car alors le der-
nier terme de (A) n’existe pas. Si ce terme était conservé il
ne pourrait disparaitre pour || croissant dans la direction
indiquée, €% ne croissant pas alors indéfiniment.

7. — Etude du polygone de sommabilité. — Le coté du

ey
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1
B

TE

TR

T

T
el

T

N e

polygone de sommabilité relatif au point singulier «,, 7, a
pour équation
x cos (w — 7] — y sin (w — 7)) — «; cos w =0 .
Le coefficient angulaire de cette droite est cotg (w — =); le

coefficient angulaire de la droite joignant 1'origine au point

(«, 7)) esttg 7,. L’angle ¢ de ces deux dr01tes se calcule fa-
cilement et est egal a

_Tt'
¢—35 — @

d’ou la propriété suivante :
Les droites joignant Uorigine aux points singuliers de la
fonction F font avec les cétés du polygone passant par ces

. ’ \ w
points des angles constants égaux a 5 — w .

Dans le cas ou o = 0 ’'angle précédent est droit, et les
cotés du polygone correspondant aux points singuliers situés
sur le cercle de convergence sont tangents a ce cercle. Le
cercle de convergence est alors situé tout entier a 'intérieur
du polygone de sommabilité.
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Au contraire si » est différent de 0 mais compris entre

T w . A 3 ey * »
— 5 et 4 5, certains cotés du polygone de sommabilité sont

~

sécants par rapport au cercle de convergence, et il y a alors
une région du cercle de convergence qui est extérieure au
polygone de sommabilité; ce qui nous conduit a cette re-
marque curieuse, que, pour les points d’'une région du plan
ou la série de Taylor est convergente, la sommabilité peut
ne pas avoir lieu. Le cas de o =— 0 est celui étudié d’abord

par M. Borel.

Pour o = == = le polygone de sommabilité est réduit au
point origine.

Quand o varie chaque coté du polygone tourne autour du
point singulier y relatif, dans le méme sens. Ces cdlés font
tous des angles égaux avec les droites joignant les dits points
singuliers a Uorigine.

Les sommets du polygone de sommabilité ou, plus généra-
lement, les points de rencontre de deux cétés du polygone dé-
crivent des cercles passant par Uorigine et les deux points
singuliers, correspondants.

Proposons-nous le probléme suivant.

A quelles conditions le point de rencontre de deux cotés
correspondants a deux points singuliers sera-t-il sommet du
polygbne de sommabilité pour une valeur de w; et a quelles
conditions le restera-t-il quel que soit w.

La condition nécessaire et suffisante pour que le point de
rencontre de deux cbtés correspondants a deux points sin-
guliers a,, a, soil un sommet du polygone de sommabilité,
quel que soit », est qu’'tl n’y ail aucun point singulier de la
fonction I a Uintérieur du cercle passant par Uorigine et les
points singuliers a,, a,.

La condition est nécessaire, il suffit de montrer pour cela
que s’il existait un point singulier @, a l'intérieur du cercle
@,0a,, le point M de rencontre des cotés a,, a, serait séparé
de l'origine par le coté a;. Donc OM serait, quel que soit o,
coupé par le coté relatif a @, en un point Q) situé entre O et M.

Le lieu du point Q quand w varie, est un cercle passant
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par a,, O, et tangent en O au cercle ¢,0a,. On a en effet

AN /N N\
MQa; = = — QPay — QMP

VAN "\
QPa; = @10a3 —= 71 — 73,
/\ VAN
QMP — @;a,0 = const ,
A \ N\
MQay— © — (7, — 73] — ;0,0 = const .

Donc le point Q décrit un cercle et la tangente a ce cercle
au point O fait avec
le coté Oa, I'angle

A
T — (T1 — Ta) — aia,O .

De méme la tan-
gente au cercle «,a,0
au point O fait avec

) '+
Oa, 'angle

A .‘ |
(,72(!10 “‘I— Tg — T2 /
qui est égal a

§ /\ ~..‘~--.______-—’
T — (1'1 — Tg) il ait(zo s

Le point(Q) est donc
a l'intérieur du cercle «,0a, et il est, quel que soit w. com-
pris entre O et M.

La condition est suffisante car, s’il existait un co6té du po-
lygone séparant le point M du point O, on voit en s’aidant
de la démonstration précédente que ce point singulier
auquel ce coté correspondrait serait situé a lintérieur du
cercle @,0a,. Ce que I'on ne suppose pas.

Ces propriétés géométriques nous permettent de cons-
truire les seuls cOtés utiles intervenant dans la formation du
polygone de sommabilité.

8. — Région de sommabilité obtenue par la variation de w.
— Déterminons toute la région constituée par les points du

plan pourlesquels la série de Taylor de la fonction sera som-

mable pour une valeur de » au mwoins ; il existe en effet des
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régions du plan qui sont situées dans des polygones de som-
mabilité correspondant a de certaines valeurs de w et ne sont
pas a l'intérieur d’autres polygones de sommabilité corres-
pondant a d'autres valeurs de w.

Or tout point sommet du polygone de sommabilité pour
une valeur de » l’est pour toutes les valeurs de « comprises

T ™ . : . -
entre — 5 et 4 79 et lorsque o varie entre ces limites, ces

points sommets du polygone décrivent entierement leur cir-
conférence lieu.

Il resulte donc que la région de sommabilité sera limitée
par des cercles passant
par Lorigine et par les
groupes de deux points
singuliers auxquels cor-
respondent les sommets

q du polygone. Dans le cas
ou w est compri's entre

-+ _— et —}— " a région ex-

térieure de sommabilité
n’existe qu’autant que la
fonction F(x) est une frac-
tion rationnelle. Il est de
plus nécessaire et sufli-
sant que les poles de cette
Fig. 2. ~ fonclion soient tels qu’il

“en existe deux d’entre

eux tels que le cercle passant par 'origine et ces deux poinls
contienne tous les autres. La région de sommabilité est alors
'angle limité par les cotés correspondants a ces deux points;
région située de l'autre coté de l'origine par rapport a ces
deux cotés. Ceci nous permet de déterminer la région totale

Stus . T , 3
de sommabilité lorsque o varie de 5 a 5
9. — Méthode de sommation exponentielle généralisée.

Elle correspond a l'emploi de la fonction sommatrice

f(f) — ¢f s p étant entier.
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~ Cherchons les points # du plan vérifiant, quel que soit le
point singulier ax, la condition

()"
& ar.

— 0.
EP

e

' lim

—_=

N

oV

Cela revient a chercher la limite d’une exponentielle dont
Iexposant est

r

‘ pf (cos pw + i sin pe) [<—>Pcos plo— )+ <L>pi sin p(H — 7,) — ’l] :

ak “/{

Cette exponentielle tendra vers 0 lorsque & croitra indéfi-
niment dans la direction w, si 'on a

“k

r\P
<—) cos p(w —+ 6 — T — cos pw < 0.

C’est une condition analogue & celle déja trouvée, mais
elle nous améne 4 considérer les courbes

aP

P k
r& —
cos ple 4 h — 7!

COS poo

qui, dans le cas de o = 0, ont été encore considérées par
M. Borel. |

On peut faire sur ces courbes limitant la région de som-
mabilité des raisonnements absolument identiques a ceux
déja fait dans le cas de la méthode exponentielle, on est
conduit & des résultats plus généraux; et 'on peut montrer
que I'on peut disposer du nombre p, entier, de maniere a
étendre la région de sommabilité en un point quelconque

du plan.

. : e £
10. — Emploz de la fonction sommatrice f(§) — e*”. — Par
un raisonnement toujours analogue aux précédents on déter-
minera la région de sommabilité en égalant a zéro la limite,

- pour |£]| croissant indéfiniment, d’une exponentielle dont

Pexposant est

Ex
e —. eg )
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Cela nous conduit a écrire que la partie réelle de cette
quantité croit indéfiniment par valenrs négatives. Or on
trouve facilement que cette partie réelle est

pr

— cos (f+w—7,) r
e“k ¥ cos [9— sin (0 4+ w
%k

'rk):l — ePeosoog (p sin )

les notations étant les mémes qu’au paragraphe 6.
Considérons maintenant la droite

psinw=—a,

qui est paralléele a 'axe réel et pour laquelle nous suppose-
™ . , ., . . .
rons @ < - . Si extrémité du rayon vecteur p va a l'infini en

suivant cette droite dans le sens positif, le second terme de
la partie réelle ci-dessus considérée se comporte a l'infini
comme

— ¢f cos a,

C’est diré que ce terme croit indéfiniment par valeurs né-
gatives. Je dis qu’on peut s’arranger a ce que le terme précé-
dent tende vers zéro dans les mémes conditions. Il suffit pour
cela que le facteur cos (6 + o — ~,) qui figure dans 'exposant
soit toujours négatif. Comme, pour les grandes valeurs de
0, w devient nul, il faudra

3 _- : 13 3r T

Géométriquement cela revient a dire qu’un point singulier
d’argument 7, de F(x) entraine que la région de sommabilité
n’est qu’'un demi-plan limité par une droite passant par I'ori-
gine et perpendiculaire a la direction 7,. Si tous les points
singuliers de F(x) sont compris dans un angle ayant son
sommet 4 I'origine et une ouverture 1, la région de sommabi-
lité est un angle de méme nature dont les c6tés sont perpen-
diculaires a4 ceux du précédent et dont l'ouverture est par
suite 180° — A. On voit que la fonction sommatrice ici étu-
diée ne peut étre employée que pour une fonction F(r) dont
les singularités ne sortent pas d’'un demi-plan.
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