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triedre, or ainsi augmentée elle est moindre que quatre droits, a
plus forte raison la somme des faces de I'angle polyedre primitit
était-elle donc plus petite que quatre droits.

CHAPITRE 1V

Les cercles du plan et de la sphére. Analogies du plan et
de la sphere.

Définitions. Considérons (sans figure), les points N, R, M
de 'espace qui sont a une distance donnée d'un méme point
O également donné, tous ces points en nombre infini forment
ce que l'on appelle une surface sphérigue ; le point O est le
centre de la sphere, les divers segments OM, OR, ON... sont
des rayons de la sphére

Ligne d’intersection d’une surface sphérique et d’un plan.
Considérons (fig. 33) une surface sphérique de centre O et un
plan P; soit M un point appar-
tenant a cette surface sphérique
et au plan P; soit H le pied de la
perpendiculaire abaissée de O

surle plan P, joignons les points
M et H par une droite, celle-ci
“sera perpendiculaire a HO; don- Fig. 33.

nons a la droite MH envisagée

comme une barre rigide liée a 'axe HO envisagé comme un
pivot rigide, un mouvement de révolution autour de I'axe HO ;
dans ce mouvement le point M, nous l'avons vu, ne quitte
pas le plan P, il ne quiite pas non plus la surface sphérique
puisque pendant ce mouvement la distance OM ne varie pas:
L existe donc une ligne commune au plan P et a la surface
sphérique et cette ligne peut-étre définie dans le plan P Uen-
semble des points de P dont chacun est a une distance fixe
du point H, cette ligne est appelée circonférence de cercle.
H est son centre. Ainsi une surface sphérique et un plan P
ont une ligne commune qui est une circonlérence de cercle.
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Il nous reste & établir que le plan-P et la surface sphérique
ne peuvent avoir d’autre point commun en dehorsdela ligne
précédente.

En effet soit (fi. 34) X un point commun a la surface de la
sphére et au plan P déja considérés; soit loujours H le pied

de la perpendiculaire abaissée de O

B sur le plan P.
@/ Parmi les différents points de la
ANELNER ligne que nous savons déja com-
mune au plan et a la surface sphé-
rique, il y en aura certainement un,
silué sur le segment HX ou sur son
prolongementau dela de X: il suffit
en effet pour obtenir un pareil point N de porter sur la
droite HX et du méme cdété que X un segment HN égal a la
longueur HM de la figure précédente.

Or, sile point X différait de N, la droite joignant le point O
au milieu de XN serait perpendiculaire a XN et devrait se
confondre avec OH; il y aurait donc contradiction, & moins
que les points N et X ne se confondent.

Remarque. Si (fig. 33) les points H et M coincidaient, le cer-
cle d’intersection s’évanouirait sur le point H qui serait alors
le seul point commun au plan et a la sphére

o

Fig. 3%.

o
8-

II. — Remarques.

Cas d’égalité de 2 triangles rectangles. La maniére dont
nous venons d’utiliser ainsi les proprié¢tés des perpendicu-
laires et des obliques mérile d’étre retenue pour elle-méme ;
c’est ce que nous ferons par les deux théorémes suivants qui
nous donnent deux cas d’égalité propres aux triangles rec-
tangles, et dans I'énoncé desquels on appelle Zypoténuse le
coté du triangle qui est opposé a 'angle droit de ce triangle.

1° Deux triangles rectangles qui ont Uhypoténuse égale et
un coété de l'angle drout egal sont égau.x.

2° Deux tr zangles rectangles qut ont Zhypote/wse égale et
un angle autre que U'angle droit, égal, sont égaux.

Le premier théoréme se démontre en essayant (fig. 35) le




‘méme point G. Or nous avons vu que, si

GEOMETRIE NATURELLE 309

commencement de la superposition par I'angle droit égal et
en juxtaposant les 2 sommets G et ' ou se croisent deux cotés
égaux chacun &
chacun; on aura A”
soin de rabattre
les deux triangles
d’'un méme coté
parrapport au seg-
ment sur lequel
sont déja venus se
confondre les co-
tés de I’angle droit; les hypoténuses devront alors coincider
en position, sans quoi on aurait des obliques égales s’écar-
tant inégalement du pied de la perpendiculaire ce qui, nous
venons de le voir, n’est pas possible.

Le second théoréme se démontre en essayant (fig. 36, le
commencement de la supssposilion par ’hypoténuse égale et

A,’

c—+B’

AN 25
Fig. 35.

parl’ anOIe non droit égal A = A’. L’angle B’ droit ne variant
pas pendant le tra-
A’ jet, et son sommet
étant venu en B”,
‘ la  superposition
g |l=# commencée doit
B )
s’achever d’elle-
meéme sans (uoi
on pourrait, d'un
" méme point C,
abaisser sur une méme droite 2 perpendiculaires, CB et CB”.
Autre remarque. Tout angle d’un triangle rectangle autre
que l'angle droit donné est aigu, c’est-a-dire moindre qu'un
angle droit.
En effet, article VIII, (hapltre II1, la per- A
pendiculaire (fig. 37) CB sur AB tirée de G
est plus courte que l'oblique CA tirée du

dans un triangle quelconque deux cotés C B
o, . . Fig. 37.
sont inégaux les angles opposés sonl in- 1

égaux et dans le méme ordre de taille que ces cotés. De I'in-




310 ANDRADE

égalité CA > CB, nousitirons : angle B > Angle A; et comme
I'angle B est droit, 'angle A est bien aigu.

II1. — Situations mutuelles des droites et des circonférences d'un
méme plan; situations des plans et d'une sphére.

En raisonnant exactement comme pour la sphéere on verra que

dans un méme plan :
1°Si une droite DD’ (fig. 38) et une circonférence de centre O ont
en commun un point M, distinct du pied H de la perpendiculaire
abaissée de O sur la droite DD’, elles auront
L M/TH\M' U encore en commun, un autre point M, mais
W nul autre point commun hors des deux préceé-
dents et de plus le point H sera le milieu du

0 segment MM’.

2° Si une droite DD’ et une circonférence
de centre O ont en commun un point H qui

D n’
/ r\ ~est le pied de la perpendiculaire abaissée de O
0

sur la droite, elles n'ont aucun autre point
commun. On dit alors que la droite est tan-
gente a la circonférence.

Remar que. — Désignons par d la distance
du centre O a la droite DD’ c¢’est-a-dire la longueur de la perpen-
diculaire abaissée sur la droite et soit R la longueur du rayon de
la circonférence. Trois cas sont a distinguer, suivant qu'auront
lieu 'une ou l'autre des circonstances suivantes, qui s’excluent
mutuellement :

1°d<<R. 22d=R. 3°d>R.

On voit de suite que le cas d > R empéche la droite et la cir-
conférence de se couper; que le cas de d = R fait la droite et la
circonférence mutuellement tangentes.

Il nous reste a établir que dans le cas de d <T R la droite et la
circonférence se coupent toujours.

‘Rappelons-nous a cet effet que les longueurs a, b, ¢ de trois
cOtés d'un triangle sont assujetties aux inégalités :

a<b+ ¢, b<c+a c¢<a-+ b,

d’ol on conclut aussi, si par exemple @ > b, ¢ >a — b.

Ainsi un c¢oté d’un triangle est compris entle la somme et la dif-
férence de deux autres c6tés; soit alors
(fig. 39) H le pied de la pel‘pendlcu]alre _
abaissée de O sur DD’. Portons sur DD’
et a partir de H une longueur HK égale
a 2R et joignons O a K par une droite.

Nous aurons OK >KH —HO, ou OK>>R
+ (R — HO), donc OK est > R.

Fig

5°

38. ¢
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Imaginons alors un point M, mobile de H vers K d’'une maniere
continue, soit M’ une position du point voyageur, voisine de la
position \I

Le triangle OM'M nous donne OM — MM’ < OM’ << OM + MM’;
si donc le chemin MM'est pris suffisamment petit; la variation de
la longueur OM sera aussi petite qu’'on le voudra; en d'autres
termes la longueur OM est une fonction continue de la longueur
MH ; or quand le point voyageur va de la position I a la position
K, ¢’est-a-dire quand la longueur variable MH varie de zéro a HK la
longueur variable OM a varié depuis la valeur OH moindre que
R jusqu’a la valeur OK supérieure a R, d'ailleurs OM est allé tou-
jours en augmentant, donc la valeur variable de OM a PASSE UNE
ET UNE SEULE FoIs par la valeur fize R, ¢’est-a-dire que le point
voyageur a passé par une position X appartenant a la fois a la
droite et a la circonférence.

Le principe que nous admettons ici est le suivant: Siune quan-
tité y varie d'une maniére continue en méme temps quune quan-
tité & dont la premiere dépend, et si, pour deux valeurs de 2 dis-
tinctes, (savoir pour 2 — « et pour 2 — b) y prend deux valeurs
distinctes savoir ¢ et d, 1l existera au moins une valeur de &« com-
prise entre a et b pour laquelle la fonction y prendra une valeur
m quelconque mais comprise entre ¢ et d. LLa démonstration de
ce principe appartient & 'enseignement de I'algebre et nous ne la

reproduirons pas ici.

Remargue. — Cette discussion peut étre appliquée & la sphere;
elle nous montre que tout plan dont la distance au centre de la
sphere est moindre que le rayon de cette sphére coupera effecti-
vement la sphere suivant une circonférence.

IV. — Situations mutuelles de deux circonférences d'un plan.

[.’étude rigoureuse des situations mutuelles de deux circonf¢-
rences deviendra tres facile si nous nous reportons encore au
principe de continuité, mais nous aurons quelques faits prélimi-
naires a établir.

Premier fait préliminaire. Si (fig. 40), deux drmtes OA et OB sont
obhques sur une méme droite
AB mais d'un méme coté de la
perpendiculaire OH tirée de O
sur AB, la bissectrice OC de
'angle AOB partage le segment
AB en deux portions inégales,
la portion CB qui est la plus
voisine du point H est la plus
petite des deux portions. Ie
triangle ABO dont ’angle en B
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est obtus donne : AO > OB ; portons loblique la plus courte OB
sur la plus grande; joignons CB’, le triangle CB’O est égal au
triangle CBO, d’ou on conclut que I'angle CBY — l'angle AB’C;

: A\

or I'angle CBY est extérieur au triangle CBO et I'angle BCO est
/N A\ AN

intérieur; on a donc CBY > BCO > CAO; on a donc dans le
S /N

triangle ACB’; angle AB’C > angle CAB'.

Donec, en considérant les c6tés opposés a ces angles :

AC > CB’; et comme CB’ = CB, on a bien :

AC > CB, comme nous voulions le démontrer.

Deuzxieme fait préliminaire. Considérons (fig. 41), une circon-
férence de centre O, et un angle au centre TOA, constituant
T Pangle d'un triangle rectangle ayant le
rayon OA comme co6té d’'un angle droit
dont le sommet est en A; soit OT I'hypo-
ténuse de ce triangle rectangle. Partageons
I'angle TOA en n parties égales, la corde
AP qui sous tend les arcs correspondants
a ces angles au centre sera moindre que
la neme partie du coté AT.

En effet soit AQ la premiére des portions
de AT détachées par ces angles, d’aprés le
fait établi tout a ’heure on a :

AT
AQ < QR <. <RT, doit AQ<<=-.

Or l'angle QPA étant obtus, et Pangle A/(SP aigu, on aura
AP < AQ < fi;.

TuforiMe. — Soit (fig. 42), M un point voyageur sur l'arc AB
d’une circonférence de centre O, soit O’ un autre point du plan.

La longueur O'M varie
d’une maniere continiue
quand le rayon OM tourne
lui-méme d’une maniere con-
tinue autour de Q.

En effet, quand le rayon
OM tourne d’un angle

TOA
N\ .
MOM’, moindre que Fig. 42.
n
de la figure 41, MM’ sera moindre que — , et comme O'M —

n

AN\
MM’ << O'M’' << O'M 4+ MM’, on voit qu'on a pu rendre M'OM
assez petit pour que la variation O'M’ — OM ou OM — O'M’ soit
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aussi petite qu’or voudra. La variation de la longueur O'M est
donc bien continue.

Premiere conséquence. Si (sans figure), un arc AB de circonfé-
rence réunit un point A intérieur & une autre circonférence C et
un point B extérieur a cette méme circonférence, I'arc considéré
doit traverser la circonférence C en quelque point X.

La démonstration se fait d’elle-méme en rapprochant le fait pré-
cédent du principe de continuité, car si O est le centre de la cir-
conférence C de rayon R, la longueur OM varie depuis une quan-
tité OA moindre que R jusqu’a une quantité OB supérieure a R,
elle doit donc prendre dans [lintervalle la valeur R lorsque le
point M est en un certain point X de 'arc AB, mais ce point X
étant a distance R de O appartient évidemment a la circonfé-
rence C. |

TuéorEME. — 87 deux circonférences (fig. 43), ont en commun un
point M situé hors de la droite qui réunit leurs centres, elles ont
encore en commun un point M’
tel que la droite OO’ passe par M
le miliew de MM' et est perpen-
diculaire a MM'.

La démonstration s’acheve
par un simple rabattement au-
tour de OO’.

Remarque. — Si deux circon-
férences ont deux points com-
muns M et M’, les deux centres | Fie. 43,
de ces circonférences se trou- i
vent sur la perpendiculaire élevée au milieu de MM’, de la il ré-
sulte évidemment que deux circonférences de centres distincts
ne peuvent avoir plus de deux points communs et que lorsqu’elles
ont un seul point commun, ce dernier point appartient & la droite
qui joint les centres.

Criterium des situations mutuelles de deux circonférences. Par
la remarque précédente on voit que si deux circonférences se
coupent on doit pouvoir construire un
triangle tel que OMO’ dans les figures pré-
cédentes; on conclut de la que, si d est la
distance des centres et que si R est le plus
grand des rayons R et ¢’ on aura R — R’
<d<<R -+ R

Nous allons démontrerla réciprogue, mais
auparavant supposons que l'on ait : d <R
: —R,oud=R — R" —e.

Fig. 44. Soit (fig. 44) H I'extrémité du rayon de C
issu de O vers O’, un point de la circonfé-
rence G est alors intéricur & C, aucun autre point ne saurait alors
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étre extérieur, puisqu’alors, comme on l'a vu, les circonférences
se couperaient et 'on devrait avoir d > R — R’.

On démontrerait de méme que si & > R -+ R’ les circonférences
ne se coupent point mais sont toutes deux extérieures l'une a
Pautre.

Supposons maintenant: R — R’ <{d <R 4+ R’;sid >R — R’
il y a des points de C' en_dehors de C, si d < R 4+ R’ il y a des
points de C' en dedans de C, donc d’apres un théoreme déja si-

“gnalé C" et C se coupent.

V. -— La notion d’'orientation.

Les résultats que nous venons d’obtenir peuvent encore s’énon-
cer sous une forme plus claire en disant : Un point M (fig. 45),
d'une figure solide plane est défini par ses deux distances r et ¢’

a deux points particuliers A et B
™M de la figure. En effet :
, " . o
//\\\\A 1° Quand le point M est fixé en

position en méme temps que les

£/ deux points A et B, il suffit de
5% C poin | )
/ 7 _—B joindre M a A, M a B et de mesu-

N S rer les dista’nces 7 et r”; celles-ci
Fai seront représentées soit par des
fiches, soit par des nombres.

-3 ) 2° Quand les fiches r et 7' sont

e ' données, ainsi que la fiche d de la

distance AB, la figure est recon-

55 —  structible au moyen d’une regle,

Fig. 45, d'un compas et d’une feuille plane.

' Si l'on a a la fois r — 7' < d <<

r + r’ la construction du point M sera possible, au moyen de
I'intersection de deux cercles.

Il y a toutefois une réserve a faire ; le tracé du point M défini
par les seules distances d, r, 7', conduit en réalité a deux pomts
M et M’. D’ailleurs les dem tI‘lanleS AMB, et AM'B qui 1'ep0n—
dent a la question sont supelposab‘es lun peut étre amené sur
P'autre par une rotation d'un demi-tour autour de la charniére AB.

[’assemblage solide de trois points ne peut done pas étre défini
dans 'espace d’'une maniere absolument complete par la connais-
sance de deux des points A et B et par celle du plan passant par
A et B dans lequel la figure doit étre donnée.

Passons a un assemblage solide plan de quatre points et deman-
dons-nous si cet assemblage est compléetement défini et en forme
et en position par les connaissances des distances » et ' de M aux
deux points de repére A et B, et par les distances s et s’ de N aux
deux mémes points de repere
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~ Siles données précédentes étaient les seules, on aurait le choix
entre les quatre assemblages suivants :

7/ /
F T A )
I'ambiguité serait done accrue, puisque non seulement on pour-
rait hésiter entre quatre assemblages différant tout au moins par
la position, mais encore, les divers assem-
blages ne seraient pas tous superposables. Si
le nombre des points augmentait, I'embarras
pour reconstruire la figure serait encore accru.

Cet exemple montre nettement que les lon-
gueurs des distances des divers points de la
figure & deux d’entre eux constituent des don-
nées insuflisantes si 'on n’a pas soin d’y ajou-
ter des renseignements purement qualitatifs de situations rela-
tives.

Par exemple nous ajouterons aux renseignements des fiches,
et pour chaque point nouveau N, un renseignement de situation
qui sera de ’'une ou l'autre espece suivante :

1° ou bien M et N sont d’'un méme cdté de AB;

2° ou bien M et N sont de part et d’autre de AB;

— nous nommerons ces renseignements des renseignements
d’orientation; — avec ces renseignements ajoutés a la connais-
sance des distances, l'assemblage solide plan devient complete-
ment défini, et on n’a plus a hésiter qu’entre deux situations ; on
passe d’ailleurs de 'une de ces situations & l'autre par un demi-
tour exécuté autour de AB.

Enfin, on pourra méme faire cesser toute hésitation entre les
deux situations du méme solide en se préoccupant des trois
dimensions du solide.

Nous pourrons par exemple, dans un solide déterminé, associer
a tout plan une poupée invariablement liée au solide, nous pour-

rons par exemple placer la poupée

uche

g en A (fig. 47), perpendiculairement

J,.szm-—--""f?%” au plan considéré du solide, visant le

ATT—0 point B de ce plan; la situation du

B point M sera alors complétement dé-

Fig. 47. finie; si une fois données les dis-

tances MA, MB, on ajoute de quel coté

{gauche, ou droite)le point M se trouve par rapport a la poupée.
Nous allons retrouver ces notions sur la sphére.
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VI. — Les cercles de la sphére.

Grands cercles et petits cercles. Analogies des triangles

sphériques et des triangles plans.

Toute section plane de la spheére est-un cercle, nous
'avons vu, dont le centre est la projection du cenlre de la
sphere sur le plan de la section ; si ce plan passe déja par
le centre de la sphere la ligne d’intersection des deux sur-

l[aces sera une circonférence du plus grand

cercle.

et une seule.

A
0
B
A
N
*
b/

Fig. 48.

arcs AMB et APB.

. 9 . >,
rayon possible, c’est une circonférence de grand

Par deux points, A et B (fig. 48), donnés sur
la surface sphérique passe toujours un grand
cercle, et un seul lorsque du moins les points A
et B ne sont pas aux extrémités de deux rayons
égaux et directement contraires; en effet, hor-
mis ce cas d’exception, les droites OA, OB deé-
terminent un plan et un seul, et ce plan va cou-
per la surface sphérique en une circonférence

Par contre si la circonférence est unique,

larc qui réunit les deux points n’est pas com-
|

pletement délerminé, on peut hésiter entre deux

Nous considérons plus parti(:nliél'ement arc
réduit ¢c’est-a~-dire celul des deux arcs qui est moindre qu’'une

demi-circonférence ; cet arc est I'image sphé-
rique de langle pointu déterminé par les
deux rayons dans la trame Iriangulaire for-
mée par les 3 points O, A, B.

Deux arcs de grand cercle issus d’'un point
A vont se réunir en un autre point B nommé
Vantipode du premier (fig. 49).

Il y a plus: deux grands cercles étant
donnés se coupent toujours (fig. 49), en un
point X ; en effet les plans des deux grands
cercles sont deux plans distincts qui ont déja

A

Fig. 49.

en commun le centre O de la sphere, ces deux plans auront

*




GEOMETRIE NATURELLE _ 317

donc une droite commune, or, un point X, situé sur cette
droite commune, 4 une distance de O égale au rayon, est
un point de la surface sphérique, commun aux deux arcs.

Les arcs de grand cercle sur une surface sphérique ont
évidemment une grande analogie avec les droites du plan,
mais la propriété précédente va étre un élément de simplifi-
cation de la géométrie de la sphére. Nous allons poursuivre
I'exposé des analogies.

Les deux régions de la surface sphérique par rapport a un
grand cercle, sont les analogues des deux régions d’un plan
par rapport a4 une droite; si (fig. 50), deux points A et B

“sont, par rapport a un grand cercle de lasphere,

dans une méme région (1), ’arc de grand cercle
moindre qu’une demi-circonférence qui les réu-
nit ne traverse pas la circonférence de grand
cercle donnée; au contraire deux points C, D,
appartenant a deux régions opposées (1) et (2) Fig. 50.
par rapport a la circonférence complete consi-

dérée étant réunis par un arc moindre qu’'une demi-circon-
férence, cet arc réduit coupera cette demi-circonférence; ces
faits peuvent d’ailleurs s'interpréter comme traduisant, par
images sphériques, les faits correspondants qui se rattachent
a la distinction des deux régions de I’espace par rapport a
un plan.

Cette notion conduit sans peine (fig. 51), a la trame trian-
gulaire sphérique; si celle-ci est bordée par deux cotés ré-
duits, en vertu des propriétés de 'angle triédre, le troisieme
sera aussi réduit el deux points quelconques de Uintérieur

| du triangle seront aussi a distance réduite
A sur un arc de grand cercle situé¢ a 'intérieur
du triangle.
Nous nommerons triangle spérique propre
un pareil triangle; c’est 'image d’un triedre
B dont le sommet est au centre de la spére.
Fig. 51. Nous avons ici un renseignement immé-
diat sur ces triangles, ceux-ci en effet étant
'image d’un triédre, nous voyons que dans un triangle propre
un coté est plus petit que la somme des deux autres.

L’Enseignement mathém., 10¢ annde; 1908. 21
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On remarquera que les longueurs d’arcs de cercle de rayons
égaux sont comparables entre elles au méme titre que des
longueurs de droites ou des étendues angulaires.

Angles d’un triangle spérigue. La génération (fig. 52), d’un
fuseau spérique sphérique par une rotation convenable con-
tinue d'une demi-circonférence
tournant autour d’'un diametre est
absolument analogue a la rotation
du plan autour d’une perpendicu-
0 § laire au plan, elle permet de dé-

' ! finir les angles sphériques par une

et

it {

trame de grands cercles; l'angle
sphérique peut d’ailleurs étre me-
suré par 'angle des tangentes rectilignes a ses deux cotés
qui sont tirées du sommet A ; cet angle est encore un angle
rectiligne du diédre formé par les demi-plans dont les arcs
de cercle sont les images sphériques.

¢ .

Fig. 52.

J. Axprape (Besancon).
(A suivre.)

SUR L’EQUIVALENCE DES EQUATIONS

' . a; da, a an
LeEMME. — La somme des n fractions -, =, =, ..., = étant
171 [)2 1)3 I)IL
représentée par la fraction
ab,b, ... b, 4+ Ay by b, + ... +a,bb, .. b, _—
bbb b ’ )
1 23 112

- pour que cette derniére fraction soit irréductible, il faut et il
suffit que les n fractions données le soient aussi et que leurs
dénominateurs soient premiers entre eux deux a deux.
DemonsTRrATION. 1° La condition est nécessaire. En effet,
si deux des dénominateurs au moins, b, et b, par exemple,
ou si le numérateur et le dénominateur de I'une des fractions,
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