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220 C.-A. LAISANT

énoncé repose d’ailleurs sur un principe tres simple, immé-
diatement compréhensible méme aux éléeves qui étudient la
géoméirie élémentaire seulement; mais, si 'on veut exposer
ce raisonnement complétement, on est nécessairement con-
duit 4 ce qu’il m'a semblé a des longueurs devant lesquelles
j'ai reculé dans ma thése.

En tous cas il n’y a aucune difficulté a examiner le cas ou
I'arc le long duquel on soude les deux surfaces composantes
est plan; la démonstration devient particuliérement simple
lorsque les deux surfaces partielles sont tout entiéres d'un
méme coté du plan considéré (voir le raisonnement de la fin
du paragraphe 4) ou lorsque les deux surfaces sont tout en-
tieres de cotés différents de ce plan.

H. LeBescuEe (Poitiers).

UN NOUVEAU THEOREME D’ARITHMETIQUE

1. — Cette qualification de « nouveau », que nous donnons
au théoreme en question, parait véritablement justifiée, a la
svite de recherches assez attenlives et multipliées faites par
plusieurs personnes. En raison méme de l'extréme simpli-
cité du sujet, on s’expliquerait difficilement un silence com-
plet, aussi bien dans les traités classiques que dans les
recueils d’exercices les plus répandus.

L’un des cotés originaux de cette proposition, c’est qu’elle
a été découverte et démontrée, sans avoir été énoncée ; tan-
dis que celui quil’a énoncée est le premier a déclarer qu'il
n’en est pas 'inventeur.

A propos des tables de numération inverses, dans son
Introduction a Uétude des fonctions arithmétiques (p. 29-31)
M. Gabriel Arnoux a en effet établi implicitement le théoréme




THEOREME D'ARITHMETIQUE 221

en question, par une constatation faite sur les figures, la-
quelle est une véritable démonstration. En examinant cette
partie intéressante du livre dont il s’agit, M. Gaston Tarry,
dont j’avais attiré Pattention sur ce point, a formulé'énoncé,
et en a déduit certaines applications qu’il m’a fait connaitre,
soit par correspondance, soit dans d’assez nombreuses con-
versations. Nous croyons, lui et moi, que le théoréme mérite
de devenir classique, qu'il fait ressortir les avantages de la
méthode graphique en matiére d’invention et qu’il est de
toute équité de lui attribuer le nom du créateur de cette mé-
thode.

2. — GCes explications préliminaires produites, arrivons
maintenant & ’énoncé. |

THEOREME D’ARNOUX. — Soit M = m, m, ... m, un nombre
composé, dont les facteurs m,, m,, ... m, sont premiers
entre eux deux a deux ; appelons p, ., u,, ... les quotients
;11/1—11 — m, My ... My, ..... St a;, 2y, ... a, sont des nombres

tels que l'on ait
aspy — mult. m, + r, azps — mult. my + r, ... apnpn = mult. my + r,
il S’ensuit qu’on aura aussi

a g+ a4y g+ .. .. + appn == mult. M 4 r.

La démonstration est d'une extréme facilité. [l suffit en

effet d’établir que @, u; + aypy + ..... +a p —r est un
multiple de M. Or cette expression peut s’écrire

([t‘l {'{1 —)") + (12 ELZ + oy + an tn

Le premier terme @, p, — r, en vertu de l'énoncé, est
divisible par m, ; chacun des termes oy thy o eeees ®,, par sa
définition méme, est aussi divisible par m, . Donc Iexpression

.considérée

a_ifl-l“{“”z,u-z_"---"l‘an {_L’L_...)’

est divisible par m, . On établirait de méme qu’'elle est

divisible par m,, m,, ... m, ; elle I'est donc par le produit
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mym, ... m = M, puisque ces facteurs m,, m,, ... m_ sont

premiers entre eux deux a deux, ce qui démontre le théoreme
d’Arnoux. .

3. — Quelques observations supplémentaires peuvent
trouver place. Reprenons les relations figurant dans I’énoncé,
mais en mettant en évidence les multiplicateurs 6,, 0,, .. 0
des facteurs m,, m,, ... m

n

n

ap, = b m +r, (g =y bymy 41, ... anpn == bpmy+r.
En les ajoutant, on a
Sa;p,= Zl)l. m; + nr;
et, en vertu du théoréme d’Arnoux,
fa,p; — OM - r,
Donc 2bym; = bM — (n— 1) r.

€
Cette remarque constitue en quelque sorte un corollaire.

Le multiplicateur b s’expri T Cestaddi
e muliliplicateur 0 s'exprime par N Mo ¢ est-a-dire
par

a, 7 r

IE + 171_; T M

Dire que cette expression se réduit a un nombre entier,
c’est sous une forme nouvelle énoncer encore le théoreme
d’Arnoux. Ce nombre entier 5 a encore pour expression,
d’aprés ce qui précede,

by bs (n— 1)r
b
4. — Si M est un produit de deux facteurs seulement,

m,, my, premiers entre eux, le théoréme prend un caractére
remarquablement simple. On a alors, p, =m,, p,, = m,, et

aymg=— by my +r, agmy = by myg + r, ay my + az my = bmy my + r.
En outre

by my + bymg =— bmy meg — r;
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et le nombre entier 6 s’exprime par

ai ay P by by r
ou par — —
my My mymg g ny mymsg

Enfin ce nombre, comme on le voit immédiatement, est
égal 2
5 -+— I)g \ g + /)1
_— ou

My my

Les vérifications numériques de ces diverses propriétés se-
ront faciles sur un exemple numérique quelconque.

5. — 11 est a noter, pour revenir au théoreme lui-méme,
qu’on peut supposer r = 1, pour ainsi dire sans rien parti-
culariser. En effet. si 'on a les relations a,p, = b,m, 4 1, ...
on en déduit Sa,u, = OM + 1. Et il suffit de multiplier tous
les a; et tous les b; par ¢, pour que 1 se trouve remplacé par
r, en méme temps que b l'est par br.

Le théoréme est ainsi établi pour r quelconque, dés qu’il
I’a été pour r — 1. Naturellement, on pourra ensuite, de
a,r et b,r, enlever m, autant de fois qu’on voudra, pour avoir
les nouveaux multiplicateurs @', et &', ; et ainsi des autres.

6. — Parmi les applications possibles du théoréme d’Ar-
noux, on peut signaler le probléme que voici : une fraction
irréductible étant donnée, dont le dénominateur est composé
des facteurs m,, m, ... m, premiers entre eux deux a deux,
I’écrire sous la forme d’'une somme de fractions dont les dé-
nominateurs sont m,, m,, ..., somme augmentée ou dimi-
nuée d’'un nombre entier.

Les considérations du n° 3 ci-dessus permettront d’avoir
immédiatement la solution. En conservant les mémes nota-

tions que plus haut, appelant —1\% la fraction donnée, nous
avons

r o a, as n

M my my o mn

a4 (47

- Comme certaines des fractions , , .-, Ou toutes, peu-

my . m,
ventavoir des valeurs plus grandes quel’unité, on pourra faire
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la somme des entiers qu’elles contiennent, laquelle ajoutée a
— b donnera un entier positif ou négatif.

(n — 1)r

On peut aussi mettre la fraction sous la forme de la

M
différence entre un nombre entier et une somme de fractions
ayant pour dénominateurs u,,u,, ..., en nous servant de la

relation

s (R era)
Nous engageons le lecteur a vérifier tout ceci sur des exem-
ples numériques simples. Pour abréger, nous ne donnons
pas ici ces exemples faciles. Qu’il nous suffise de remarquer
que ces questions seront toujours ramenées a la résolution
d’ equatlons indéterminées de la forme a,p, = b,m, + r, ou
ce qui revient au méme, de congruences “1{% =r (mod m,),
ou a,, b, sont les inconnues.

7. — Les personnes qui ne connaitraient pas l'ouvrage
précité de M. Arnoux seront peut-étre curieuses de savoir ce
que sont ces tables de numération dont nous avons parlé au
n° 1. Nous allons l'indiquer sur un exemple tres simple,
celui d’'un produit M = 28 de deux facteurs 7 et 4 (en général
m,, m,) premiers entre eux. En écrivant les 28 nombres, 0,
’l, 2, ... 27, chacun d’eux, divisé par 7, donnerait un certain
reste r,., et divisé par 4, un certain reste r,. En formant un ta-
bleau de trois colonnes (Nombres, 7, 7)) on aurait une table de
numération directe. La table de numération inverse a pour
objet de trouver le nombre, inférieur a 28, qui correspond
aux deux restes r,, r,, respectivement inférieurs a 7 et a 4.
Voici cette table de numération inverse:

3 7 15 23 3 11 19 27
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Pour savoir par exemple quel nombre, divisé par 7. donne
pour reste 5 et, divisé par 4, donne pour reste 2, il suffit de
prendre la colonne et la ligne marquées respectivement 5 et
2; a leur intersection, on trouve 26, qui est le nombre cher-
ché.

La construction de cette table se fait en écrivant 0 dans la
premiére case, a gauche en haut, et en écrivant tous les
nombres 0, 1, 2, ... dans la ligne bissectrice de la verticale
et de I'horizontale. Chaque fois qu'on sortirait du tableau de
28 cases, on y raméne le nombre 4 écrire en le placant dans
la case homologue a celle qu’il occuperait, si la figure était
indéfiniment reproduite sur toute ’étendue du plan.

Ces figures présentent de nombreuses propriétés sur les-
quelles nous n’avons pas a insister ici. Pour un nombre M
de la forme m, m,m,, la table serait parallélépipédique, aulieu
d’étre rectangulaire. Pour plus de trois facteurs, elle affecte-
rait la forme d’espaces a plus de trois dimensions, d’une réa-
lisation pénible, mais dont la considération est utile pour

la recherche et 'étude de certaines propriétés arithmé-
tiques.

C.-A. LaisanT.
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