Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 9 (1907)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: GENERATION DES COURBES ET DES SURFACES SUPERIEURES
Autor: Crelier, L.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-10141

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 16.02.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-10141
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

GE\IERATION DES COURBES ET DES SURFA(‘ES
SUPERIEURES

(NOTES DE GEOMETRIE SYNTHETIQUE L)

Courbes du (n + p)°© degre.

Nous appellerons groupe du
(n + p)° degré deux faisceaux
de rayons tels que tout rayon
du premier correspond a p
rayons du deuxiéme et tels en-
core que chaque rayon de celui-
ci correspond a n du premier.

TuEoREME. Le lieu des points
de coupe des rayons homologues
de deux faisceaux formant un
groupe du (n 4 p)¢ degré est une
courbe du (n + p)° degré. Le
sommet du premier faisceau est
un point multiple d’ordre n et
celui de U'autre un point multiple
d’ordre p.

En désignant par « et 3 les coeflicients angulaires de deux

Courbes de la (n 4 p)° classe.
Un groupe de la (n 4 p)° classe
est formé de deux ponctuelles
dans lesquelles chaque point de
I'une correspond a p de l'autre
et chaque point de celle-ci a =
de la premiére.

TutorEME. L’enveloppe des
droites joignant les points homo-
logues de deux ponctuelles ap-
partenant a un groupe de la
(n 4 p)¢ classe est une courbe
de la (n 4 p)°® classe. La pre-
miere base est une tangente mul-
tiple d’ordre n et lautre, une
d’ordre p.

rayons homologues ou les abscisses de deux points homo-
logues, ces valeurs « et (8 seront, en se basant sur les défini-
tions précédentes, liées par I'équation:

B EIa) + B F ) 4

dans laquelle on a:

] ~F£’L)(a) s A“n + Bqn—i

! Voir L. CRELIER: C. R., 11 juin et 2 juillet 1906; et I’« Enseign. mathématique », 15 no-

vembre 1906.

+ BF (o) + F;L< @ =0 (1]

+ ...+ Lat P,

T
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En prenant S,, sommet du
premier faisceau comme origine
et Sp, sommet de l'autre sur
I’axe des & avec une abscisse
égale a £ nous aurons pour les
équations de deux rayons homo-
logues:

y = ax
On en déduit :

o 2 et ﬁ:j—

i

En introduisant ces valeurs
dans I’équation générale (1) et
en posant :

Ay.n + B)/_Il-—-ll .o _I_ L + ]‘J‘)’.xn——-l
4 Py = Fim (xy)

nous aurons :

yPFM (wy) 4 P T o — k) FY (wy)

+ oyl — R TIRN (@) +
(2 — /;)PF};‘) (xy) = 0.

Cette équation représente le
lieu des points cherché. Elle est
du (n 4+ p)¢ degré et le-terme
inférieur du degré n. D’autre
part x = k entraine

yPE (xy) =0

ou aussi

P =0.

Dans ces conditions la courbe
est du (n 4 p)¢ degré. L’origine
S, est un point multiple d’ordre
n et le point (&, o) est aussi un
point multiple d’ordre p.

Nous prendrons les ponctu-
elles comme axes et nous utili-
serons les coordonnées liné-
aires. Toute droite joignant
deux points homologues sera
définie par les équations :

‘ 1
1 e v = .
2

o

On a donec:

I

% = et ﬁ

1 1
@ v

En introduisant ces valeurs
dans I’équation générale on ob-

tient évidemment 1’équation de
I’enveloppe cherchée; soit :

1 1 1 1
_rin I Zwln) = I
vPF‘ <P‘> AR (l’->

n 1
Fp(—l—)l(;) — 0.

On en déduit de suite :

B, () P T () 4
+ P (w) =0

L’équation est bien de la
(p + n)° classe.

[.a valeur vy —= o entraine

1
P‘ (ﬂ) <_) :0 :
p+1 P (

en conséquence, la premiére
base est une tangente multiple
d’ordre n. D’un autre c6té u—
nous donne :

P1 P ! !
1:15_'_ zvp—1+"‘+pp';+

P

p+1 =10

st =
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CoroLLAIRE. Quand les fais-
ceaux ont deux rayons homolo-
gues confondus, la courbe se ra-
mene a une courbe du (n -+
p — 1) degré. lLe sommet du
premier faisceau est un point
multiple d’ordre (n — 1) et l'au-
tre un d’ordre (p — 1). La droite
formée par les rayons homolo-
gues s’est détachée de la courbe.

Laligne des sommets est con-
fondue avec les rayons homo-
logues dont il est question. En
la prenant comme axe des z, la
solution @ =0 entrainera =20 .

Cette condition donne

P l:0'

r+

[équation de la courbe de-
vient :

:).P an) ('%3) + :).[7_1 (&— k)Fz(n)(’l?)) +

ot — kP 7F(_H (xy) = 0.

A cause du dernier terme on
trouve

y =0 et

g T ) L

(ac—lf)pF"”‘1 (xy) = 0.

Celle-ci montre suffisamment
que le degré de la courbe est
(n + p — 1), puis que les points
(0,0) et (k,0) sont des points

ou il

1

[La deuxiéme base est une
tangente multiple d’ordre p.

Cororratre. Quand les deux
divisions ont un point homologue
commun la courbeest de la (n -+ ‘;
p — 1)¢ classe. La premiére base
est tangente multiple d’ordre
(n — 1) et Pautred’ordre (p —1).

Le point commun est pris
comme origine et la solution
¢ =0donnef =0.

Cecientraine par conséquent:

P =0.

L.’équation du lieu devient

1 /1

1 1
_F(IL——-i) all QPN
w Pt (u> 0

ou

”P F(n ) + F\ill) (P-)

(f’-)'|‘ =0

La classe de la courbe est

(n+p—1).

1 1
¥y = o donne — F#—1 <—-> —0.
po Pt \p

On a donc (n — 1) solutions

1 e ‘
en - différentes de p = oo ; la
base est

premieére tangente
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multiples d’ordre, le premier
(n — 1) et Vautre (p — 1).

CONSTRUCTION

En coupant le faisceau S, par
un rayon issu de S, puis Sp par
un des rayons homologues du
précédent issu de S,, on obtient
deux ponctuelles formant un
groupe du (n 4 pl® ordre régi
par le cas spécial.

En d’autres termes, la courbe
du (n 4+ p)¢ degré correspon-
dant a deux faisceaux du (n 4 p)°
degré également se déduira
d’'une courbe de la (n + p — 1)
classe dépendant de deux ponc-
tuelles ayant un point homo-
logue commun.

Le choix des ponctuelles
étant arbitraire, il y a une infi-
nité de courbes analogues de
la (n + p — 1)¢ classe qui peu-
vent servir pour la construction
de la courbe principale.

L. CRELIER

multiple d’ordre (n — 1); p =00
donne :

1 1
PI;;—%IEJ;:i%—...—F
1
ou
1 1
;—(PIF—I— e+ PP—1>:0'

Ilya(p— 1) solutions en -:-

différentes de v — o ; la deu-
xiéme base est tangente multiple
d’ordre (p — 1). Comme y —= »
donne également v = o, toute
droite passant par l'origine se-
rait une tangente et [‘origine
deyient un pointisolé détache de
la courbe.

DES COURBES.

Etant donné un greupe de
la (n 4+ p)¢ classe formé par
deux ponctuelles, nous pouvons
former deux faisceaux ayant un
rayon homologue commun et
formant un groupe du (n + p)°
degré régi par le cas spécial. 11
suffit pour cela de joindre un
point d'une ponctuelle avec
tous ceux de 'autre puis un des
points homologues de celle-ci
avec tous ceux de la premiere.
[.acourbe primitivede la (n+4 p)e
classedépendainsid’une courbe
du(n + p — 1)° degré. Le choix
des sommets des faisceaux se-
condaires étant arbitraire, la
courbe auxiliaire peut avoir
une infinité de positions.

Quand on veut déterminer de
nouvelles tangentes de la courbe
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Pour obtenir les points de la
courbe du (n 4 p)® degré engen-
drée par les deux faisceaux pri-
mitifs on peut remarquer que les
tangentes a la courbe auxiliaire

menées par un point quelconque .

d’'une des ponctuelles considé-
rées, donnent les points homo-
logues sur l'autre. En outre, si
I'on joint les points homologues
des ponctuelles avec les som-
mets respectifs on obtient des
rayons homologues des deux
faisceaux. Les points de coupe
des rayons homologues sont
les points cherchés.

principale, on méne un rayon
d’un des faisceaux secondaires,
puis on joint ses points de coupe
avec la courbe auxiliaire, avec
le sommet du deuxieme faisceau.
Ies divers rayons ainsi obtenus
donnent des points homologues
sur les deux bases, et les lignes
de jonction de ces points homo-
logues sont des tangentes nou-
velles de la courbe primitive.

Dans un mémoire précédent (L'Ens. math. 1. ¢.) nous
avons montré que pour les courbes du (n4 1)° degré ou de
la (n + 1) classe, les courbes auxiliaires se ramenaient suc-
cessivement par degré et par classe jusqu’a des coniques.

Remarque : Pour construire deux faisceaux ou deux divi-
sions formant un groupe du (n + p)° ordre il faut

(n + 1) p+ 1) —1=np 4 p + n coeflicients

dans I’équation fondamentale (1), autrement dit, une courbe
du (n 4 p)° degré ou de la (n + p)* classe dépendant d’un
tel groupe peut étre construite dés qu’on connait np + p + n
paires d'éléments homologues.

Courbes du 4* degré avec deux
points doubles.

Ces courbes proviennent de
deux faisceaux tels qu’a chaque
rayon du premier en correspon-
dent deux du deuxiéme et in-
versement. Il faut huit paires
de rayons homologues pour les
déterminer.

La courbe auxiliaire qui per-
met de les construire est une
courbe de la troisieme classe,
courbe générale déterminée par
un ensemble de neuf tangentes.

Courbes de la 4° classe avec
deuzx tangentes doubles.

Ces courbes proviennent de
deux ponctuelles telles qu’a
chaque point de l'une corres-
pondent deux points de l'autre
et inversement.

Elles demandent huit paires
de points homologues pour
étre construites.

La courbe auxiliaire a laquelle
on peut les rattacher est une
courbe générale du troisieme
degré donnée par neuf points.
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Nouyelle constructiondes cour-
bes du 3° degré par neuf points.
La courbe est engendrée par
un groupe du (2 4+ 2)° degré
avec un rayon homologue com-
mun aux deux faisceaux.

Au point de vue constructif,
nous admettrons la courbe
comme provenant d'un faisceau
de coniques, homographique
avec un faisceau de rayons.

Le faisceau de coniques est
déterminé par quatre points;
chacune d’elles passera par un
autre des points connus. Consi-
dérons une nouvelle conique
déterminée par les cing der-
niers points. Un point quelcon-
que de celle-ci donne une invo-
lution de rayons avec le faisceau
de rayons fondamental.

D’autre part les tangentes des
coniques du premier faisceau
prises par l'un quelconque des
quatre points constituent un
faisceau de rayons homogra-
phique avec I'involution.

Commeon possédecing paires
d’éléments homologues de ces
deux derniers faisceaux, on
peut construire la cubique &
point double correspondante
et en déduire le faisceau simple
puis la cubique cherchée.

Nouyelle construction des
courbes de 3° classe par neuf
tangentes. On peut considérer
cette courbe comme provenant
d’'un groupe de la (2 + 2j¢classe

~avec un point homologue com-

mun aux deux bases. Construc-
tivement nous formerons avec
les éléments connus, un faisceau
de courbes de deuxieme classe
etune division de points simples
qui lui est homographique.

Nous prendrons quatre tan-
gentes pour déterminer le fais-
ceau de coniques, chacune d’el-
les s’appuiera sur une autre des
tangentes. Nous considérerons
en outre une nouvelle conique
déterminée par les cing der-
nicres tangentes. Une quelcon-
que de ces tangentes coupera
les paires de tangentes a cette
derniere conique issues des
points de la division fondamen-
tale, suivant une 1involution.
D’un autre coté les points de tan-
gence des coniques du premier
faisceau avec une des tangentes
fondamentales formeront une
division de points homographi-
queavecl'involution précédente.

Comme on a cing paires de
points homologues de ce groupe
nouveau, on peut d’apres ce
qui précede construire la courbe
de troisicme classe a tangente
double correspondante et en
déduire la base de la division
simple puis la courbe générale
cherchée.

En appliquant le raisonnement général a ces nouvelles
courbes, considérées comme courbes auxiliaires dans des
groupes du (2 + 2)° ordre, on obtiendra sans difficulté les
courbes relatives a ces groupes.
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Cones du (n + p)° degré.

Deux faisceaux de plans dont
les arétes ont un point commun
peuvent former un groupe du
(n 4 p)e degré dans les mémes
conditions que deux faisceaux
de droites. Un plan du premier
correspond a p du deuxieme et
un de celui-ci a n du premier.

Tutoreme. Le lieu géomeétri-
que des lignes d’intersection des
plans homologues de deux fais-
ceaur de plans d’'un groupe du
(n 4 p)¢ degré est un céne du
(n 4 p)¢ degré. L’aréte du pre-
mier faisceau est une generatrice
multiple d’ordre n et celle de
Lautre une d’ordre p. |

Dans un systeme de trois
axes nous considererons l’axe
des & comme aréte du premier
faisceau et celui des y comme
aréte du second.

Les équations des plans du

premier faisceau seront de la

forme
pre i — “:)’ .

Celles des plans de 'autre:

Les valeurs a et # sont liées
par I’équation (1) du chapitre
précédent, de telle maniere que
toute valeur de §# en donne 2
de a et une de e en donne p
de 5.

On a:

K| n

Cones de la (n + p)° classe.

Deux faisceaux de rayons si-
tués chacun dans un plan et
ayantles sommets communs for-
ment un groupe de la (n 4 p)°
classe quand, a tout rayon du
premier en correspondent p du
deuxicme et a tout rayon ‘du
deuxicme n du premier.

Tuéorime. L’enveloppe des
plans passant par deux rayons
homologues de deux faisceaux
formant un groupe de la (n 4+ p)°
classe est un conede la (n 4 p)*
classe. Le plan du premier fais-
ceau est un plan tangent mul-
tiple d’ordre n et lautre un
plan tangent multiple d’ordre p

Nous prendrons le plan du
premier faisceau comme plan
des (Aou) et celui’ du deuxieme
comme plan des (dov). L.Le som-

met commun sera situé en un
. 1
point fixe 1 == -
Tout plan passant par deux
rayons homologues déterminera
des coordonnées u et v telles

que
A
-— = et —y _ @

A est connu, puis les valeurs «
et 8 sont liées par la relation
fondamentale (1).

En introduisant ces valeurs
on obtient :

O OE

2
Fl ,<_>:0
rp+1 i
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On introduit ces valeurs et
on trouve ’équation de la sur-
face, lieu géométrique.

On obtient :

En divisant par z"T? on
trouve : ¢

F(IL-'}"P)(_‘? ) %) — 0 .

Donc la surface est un cone
du degré (n -+ p).

Il reste facile de voir analyti-
quement que les axes des x et
desy sont des génératrices mul-
tiples d’ordre n et p.

CoroLrLAIRE. Quand les fais-
ceaux de plans ont deux plans
homologues communs, le céne se
ramene a un cone du (n -+ p—1)°
degré. La premiere aréte est
une génératrice multiple d’ordre
(n—1) et lautre d’ordre (p —1).

I.e plan homologue commun
sera pris comme plan des xoy,
et la solution @ — 0 devra don-
ner # — 0. Comme pour les
courbes par degré du chapitre
précédent on aura

PP+1:0.

ou
WEM () 4+ ¥ I F )
+ WP TIRD ()

WwEU ) = 0.

On en tire également :

F<n+p>(f_‘ l): ,
33)="

Nous avons donc un coéne de
la (n + p)° classe et, en faisant

1 ‘
== constante, nous trou-
vons la section par le troisieme
plan. C’est une courbe de la

(n 4+ p)¢ classe d’équation
i +p)(p.,v) = 0.

Il en résulte a priori que le
plan (lou) est tangent multiple
d’ordre n et le plan (lov) l'est
également d’ordre p.

Corovraire. Quand les deux
faisceaux de rayons ont deux
rayons homologues communs, la
surface enveloppe se raméne
a un cone de la (n 4+ p — 1)°
classe. Le plan du premier fais-
ceau est tangent multiple d’ordre
(n — 1) et lautre d’ordre (p — 1).

Le rayon homologue commun
sera l'axe ol et la solution
w =: e donnera v — oo ce (ui
correspond a

a—0 et ﬁ:O.

T T T S N

A
B
i
4
b
i
_
4
;

El
i
e
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L’équation du cdne donne:

FEM (yz) 4 af (AP+ 2+

“ly 4+

on obtient aussi

F(n—-’l)(_:{: | _‘,);) —

- Nous avons un coéne du (n +
p — 1)° degré.

Le plan z =0 s’est détaché
de la surface et les arétes ou les
axes ox et oy sont des généra-
trices multiples d’ordre (n — 1)
et (p — 1).

Ceci se démontre en menant
des plans sécants du cdne par
ces axes.

115

De méme que pour les déve-
loppements analogues on a:

Par analogie nous pouvons
écrire pour I'équation de la
surface :

)\pFSn)(%) 4 lp-isz(n)(%> +

« )}
o WP IR _)
(D) +

ou en multipliant par w” et en
divisant par A

1
vPF?P___{}l)(ly.) 4 WP 1}8‘1(:)(7«;;.) +
) 4 L) PR

lp—1an) (ly.) =0

ou
Fn-}-p—l(ﬁ 1)2 '
30 3) ="

Nous avons également un
cone de classe (n 4+ p — 1).

Comme tous les plans passant
par l'axe oA correspondent a

== w et ¥ == o, ils sont tan-
gents et dans ce cas la droite
(o) est une génératrice détachée
du céne. .

En outre les plans lop et dov
sont tangents multiples d’ordre
(n — 1) et (p — 1).
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CONSTRUCTION DES CONES.

1. Etant donné deux faisceaux
de plans formant un groupe du
(n 4+ p)¢ degré, nous pouvons
considérer deux plans homo-
logues coupant les faisceaux.

Ces plans correspondent a
deux faisceaux de rayons avec
un rayon homologue commun;
autrement dit /e cone du (n - p)°
degré dépend d’un céne de la
(n 4+ p — 1)¢ classe régi par le
corollaire.

2. En faisant p —= 1, on a des

groupes du (n + 1)°degré, etles
cones correspondants dépen-
dent de cones auxiliaires de la
n® classe. De la méme maniére
que nous avens montré que les
courbes de cette nature se ra-
menaient par une alternance de
classes et de degrés jusqu’a des
coniques nous pouvons établir
la méme loi pour les cones et
dire : 4 '
Un céne du (n + 1)° degré
avec une génératrice multiple
d’ordre n se raméne « un cdne
de la n* classe avec un plantan-
gent multiple d’ordre n — 1.

Latransformation dualistique
est applicable a ce dernier cone
et en procédant comme dansles
courbes, nous dirons :

La construction d’un céne du
(n 4 1)¢ degreé se ramene a celle
d’un cone du deuxieme degré ou
de la deuxieme classe.

3. TnkorEME. Quand une gé-
nératrice multiple d’ordre (n—1)
d’un cone du n® degré est consi-
dérée comme aréte d’un faisceau
de plans formant une involution

1. Etant donné deux faisceaux

de rayons formant un groupe
de la (n 4 p)° classe, nous pou-
vons considérer deux rayons
homologues et les joindre par
des plans avec tous les autres
rayons des faisceaux. On forme
ainsi deux faisceaux de plans
avec un plan homologue com-
mun donnant un groupe du
(n + p)¢ degré dépendant du
corollaire. En d’autres termes :
Un cone de la (n + pj¢ classe
dépend d’un céne auxiliaire du
(n 4 p — 1)¢ degré régi par le
corollaire.

2. Avec p = 1 les cdnes auxi-
liaires sont du n° degré. Il est
évident que les développements
connus pour les courbes sont
applicables aux cones et nous
avons :

Un cone de la (n + 1)¢ classe
avec un plan tangent multiple
d’ordre n se ramene « un cone
du n® degré avec une génératrice
multiple d’ordre n — 1.

Ce cone est évidemment dé-
pendant d’'un autre comme nous
I’avons vu dans les courbes et
par une succession de transfor-
mations nous pouvons remon-
ter a un coéne du deuxieme de-
gré ou de la deuxieme classe.

3. TukorkME. §7 dans un plan
tangent multiple d’ordre (n — 1)
d’un céne de la n® classe nous
considerons une involution de
rayons de degré n ayant le som-
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du n® degré, les lignes d’inter-
section des n plans homologues
avec le cone sont dans un meéme
plan, et les plans correspondant
a chaque groupe de n plans de
Uinvolution passent par une
méme aréte commune.

[.a démonstration de ce théo-
reme découle, a priori, du théo-
reme des cones, du (2 + p)° de-
gre.

4. [.es cOnes du 4° degré avec
"~ deux générations doubles dé-
pendent d’un cone auxiliaire de
la troisieme classe donné par
neuf plans tangents.

l.a construction de ce coOne
peut étre déduite directement
de la construction que nous
avons indiquée pour les courbes
de la 3° classe par neuf tan-
gentes.

met du céne comme  centre, les
plans tangents du cone issus des
n rayons homologues d’un méme
groupe passent par une aréte
commune et les arétes relatives
aux différents groupes de rayons

sont situées dans un méme plan.

La démonstration de ce théo-
reme découle du théoreme gé-
néral des cones de la (n 4 p)°
classe.

4. Les cones de la 4° classe
avec deux plans tangents mul-
tiples d’ordre deux, dépendent
d’un cone auxiliaire dutroisieme
degré donné par neuf généra-
trices.

La construction de ce cone
est analogue a la construction
que nous avons indiquée pour
les courbes du 3° degré par
neuf points.

I11

Surfaces réglées du (n + p)e degré.

Deux faisceaux de plans dont les arétes ne sont pas situées
dans un méme plan peuvent également former un groupe du
(n 4 p)¢ degré. Dans ce cas, tout plan du premier faisceau
correspond a p du deuxieme et tout plan du deuxiéme a n du
premier. 4

TueorEME. — Le liew géométrique des lignes d’intersection
des plans homologues de deux faisceaux de plans dont les
aréles ne sont pas dans un plan et qui forment un groupe du
(0 p)® degré est une surface réglée du (n + p)° degré. La
premiére aréle est une ligne multiple de la surface, d’ordre n
et la deuxiéme une d’ordre p.

Nous pouvons prendre une des arétes comme axe des x
et la deuxiéme comme élant située dans le plan Yyoz.
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Les plans du premier faisceau auront comme équation:
2=y .

Si maintenant nous posons comme équations de la deu-
xiéme aréte :
/ﬁy + ksz + k=0

x— 0,
tout plan passant par cette droite aura pour équation :
ﬁx —I— ki‘y + l{'zz —I" ka: 0.

Les valeurs k., k., ks sont des constantes qui définissent
Paréte, tandis que « et B sont les parameétres variables qui
donnent les plans homologues.

a et B sont liés par 'équation (1). En tirant leurs valeurs
des équations que nous avons et en les introduisant dans
Péquation (1) nous obtiendrons évidemment le lieu géomé-
trique cherché. |

On a:

ﬁ: _k1‘?'+/fzz+/is

xX

On obtient ensuite :

x
(n) (% (n) Z
k) FY (3_) + Fi <_y> =0

P B (yz) 2l T = ky — ke — R FS ()

N _
(%) ('11'1_')' + ka7 + A‘s)pFi'”( > 4+ ... + < 1) (/fly + hyz +

R a

ou
P p
(— kyy — kaz — k) PF (y2) = 0

Cette équation correspond a une surface du (n 4 p)° degré.
La surface étant engendrée par une droite qui se meut en




GEOMETRIE DESCRIPTIVE 119
restant dans deux plans homologues, elle est bien une sur-

face réglée. D’autre part tout plan passant par 'axe ox

z=—= my ou — m — constante

< |w

donne comme intersection avec la surface :
PLA+ 2P My + NYB 4 22 ~3My + NC 4+ ... +
My + N)? . 1=10

Il en résulte que l'axe est une droite multiple d’ordre n
et 'on démontrerait de la méme maniere que la droite

kyy + ka3 + ks — 0 est une droite multiple d’ordre p.

L. CrerLier (Bienne).

SUR LES DEMONSTRATIONS EN GEOMETRIE
DESCRIPTIVE

On n’a pas 'habitude, pour démontrer les théoremes qui
appartiennent spécialement a la Géométrie descriptive, de
recourir aux moyens fournis par cette derniére.

On s'impose ainsi des considérations inutilement comph—
quées et on méconnait le but général de cette science, au
moment méme de la développer. Les démonstrations sui-
vantes de trois théorémes, dont deux sont bien connus et le
troisieme peut-éire nouveau, montreront 'avantage de faire
autrement. Cette maniére de procéder placerait la Géométrie
descriptive a doubles projections naturellement avant la

‘méthode des plans cotés, contrairement & ce que suppose le

programme officiel des lycées de France.
TueoremMe I. — Pour que deux droites AB, CD, soient
perpendiculaires, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de leurs
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