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LES TROIS CONCEPTS GEOMETRIQUES

En remontant le cours des définitions logiques, on parvient
nécessairement a des concepts indéfinissables logiquement.
On peut les appeler empirigues en raison de ce qu’ils ne sau-
raient prendre naissance sans données fournies par l'expé-
rience. Ce sont les concepts de cette sorte qu’il s’agit de spé-
cifier pour la Géométrie.

Le poiNnt GEOMETRIQUE. — La notion de point matériel est
le substratum des conceptions géométriques; un point maté-
riel possede, a tout instant, une qualité locale, sa position ;
les points géométriques sont, en définitive, les positions
ponctuelles et, par suite, sont définis comme qualités des
points matériels. La notion de point matériel joue done, dans
les conceptions géométriques, le méme role latent que la no-
tion d’ensemble dans la génération des concepts numériques,
les nombres cardinaux (ou puissances) se définissant en effet
comme qualités afférentes aux ensembles;1'idée de posifion,
ou qualité locale, est subordonnée a celle de matiére comme
I'idée de nombre a celle d’ensemble.

L’ensemble des points géométriques est 'espace; c’est la
seule signification précise qui convienne a ce terme. On attri-
bue a I'espace la puissance du continu et il n’a pas d’autres
propriétés intrinseques que celles qui appartiennent a tous
les ensembles ayant cette puissance, de sorte que la Géomé-
irie n'est qu’une application de la théorie des ensembles ayant
la puissance du continu.

Les propriétés de ces ensembles ne trouvent évidemment
leur application dans la Géométrie qu’autant qu’elles corres-
pondent a des concepts réellement géométriques. Mais leur

existence n'en est pas moins indépendante de toute considé-
ration géométrique. |
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On sait que tout ensemble M ayant la puissance du continu
est susceptible d’étre appliqué, et d’'une infinité de manieres,
sur le continu numérique, sur la variété numérique a deux
dimensions, etc. Ces représentations numériques donnent
lieu & des notions plus générales qu’elles-mémes, qu’il est
nécessaire de dégager des concepts numériques. C'est ainsi
qu’en ce qui concerne les représentations numériques simples,
un méme ordre est défini par toutes celles qui sont suscep-
tibles d’étre déduites de 'une d’entre elles au moyen de rela-
tions de la forme :

ou f'(x) désigne une fonction uniforme, continue et toujours
croissante de x. On sait d’ailleurs que I'idée d’ordre peut se
définir en dehors de toute considération numérique.

Pour élucider completement la question géométrique, il est
nécessaire de ‘réaliser une généralisation de l'idée d’ordre,
suivant I'indication donnée d’ailleurs par G. Cantor; il suftit,
pour cela, de considérer, outre les ordres simples, des ordres
complexes, ceux-ci étant déterminés par les représentations
numériques a plusieurs dimensions comme les premiers par
les représentations numériques simples et un méme ordre
complexe correspondant, par suite, a une infinité de repré-
sentations numériques ou, ce qui revient au méme, de sys-
téemes coordonnés. On obtient ainsi la notion d’ordres conti-
nus a deux, trois, etc. dimensions. En définitive, ce qu'ont de
commun toutes les représentations numériques afférentes a
un méme ordre continu, simple ou complexe, se réduit
presque a une notion de continuité. Il est a signaler qu’un
ordre complexe donne lieu a la notion de certains ensembles
simplement ordonnés, qui suffisent a le caractériser et qui se-
ront appelés ses caractéristiques.

Enfin les ordres se divisent, comme 'on sait, en catégories
‘ou types d’apres leurs particularités logiques. Il importe de
signaler que les caracteres des divers types d’ordre sont dé-
finissables logiquement (méme sans l'intervention des con-
cepts numériques), mais qu’'un ordre déterminé ne saurait
- &tre défini sans données empiriques.
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LA CONTINUITE GEOMETRIQUE. — Un point matériel possé-
dant, a tout instant, une position, I’ensemble des positions
qu’il occupe pendant un intervalle de temps se trouve or-
donné suivant le méme type d’ordre que cet intervalle de
temps lui-méme considéré comme ensemble d’instants, c’est-
a-dire dans un ordre continu (simple). Mais la réciproque
n’est pas vraie, c'est-a-dire que tout ensemble de points or-
donné dans un ordre simple continu ne constitue pas une
trajectoire possible pour les points matériels. Les seuls,
parmi ces ensembles, qui jouissent de cette propriété sont
les lignes, et 'on se trouve ainsi en présence d'un nouveau
concept empirique.

Ce concept peut recevoir la désignation générale de conie-
nuité géoméirique, en appelant géoméiriguement continu tout
ensemble de points tels que deux quelconques d’entre eux
soient susceptibles d’étre réunis par une ligne formée de
points appartenant tous a l’ensemble. On reconnait facile-
ment que le concept empirique de continuité géométrique
définit, pour V'espace, un ordre complexe de la nature de
ceux dont la possibilité a été signalée pour les ensembles
ayant la puissance du continu ; les lignes sont les caractéris-
tiques de cet ordre. |

L’axiome de 'Aralysis sitiis, c’'est-a-dire de la partie de la
Géométrie qui a pour objet ’étude de la continuité géomé-
trique, doit simplement classer Uordre géométrique, c’est-a-
dire indiquer le type auquel il appartient. Ce type n’est
autre, comme l'on sait, que celui qui est caractérisé par la
variété numérique a trois dimensions, de sorte que, ration-
nellement, I’Analysis sitiis n’est qu'une application de la théo-
rie de ce type d’ordre.

Les 1dées de localisation et d’ordre géométrique fournis-
sent un nouvel exemple de la distinction a observer entre la
notion d’'un ensemble déterminé et celle d’un ordre qui luvi
est afférent. L’analogie est complete avec la dissociation ac-
tuellement réalisée des notions de nombre cardinal et de
nombre ordinal. Dans les deux cas, de nouvelles données
empirignes interviennent pour définir 'ordre ; pour I'ordre
géométrique, elles résident dans la propriété de la matiére
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de ne se déplacer qu’en observant certaines conditions et,
quant a la grandeur relative des nombres cardinaux, elle se
définit en faisant appel a la notion de « partie d’un en-
semble», qui n’est nullementimpliquée dans celle de nombre
cardinal,

L’ordre géométrique a donc une existence objective, et il
en est, par suite, de méme de ses propriétés, notamment du
nombre de ses dimensions. L’axiome de 'dnalysis sitis, ex-
prime, en définitive, des qualités d’'un concept empirique,
savoir de 'ordre complexe dont les lignes sont les caracté-
ristiques.

Comme la théorie de Vordre, la théorie de la mesure doit,
rationnellement, étre établie en toute généralité et en dehors
de toute considération de réalisation physique.

La notion de grandeur continue (le temps ou la tempéra-
ture, par exemple) se réduit évidemment a celle d’ensemble
ordonné dans un ordre continu. Elle est donc susceptible de
la méme généralisation que celle-ci, et rien n’empéche, dans
cet ordre d'idées, de parler de grandeurs continues a deux,
trois, etc. dimensions. On peut étendre a ce domaine 'idée
de mesure, et il est facile de reconnaitre que, dans tous les cas,
un systeme de mesure se caractérise par une fonction numé-
rique de deux éléments définie a un facteur numérique pres
a déterminer par le choix d’une unité. Dans tous les cas éga-
lement, les fonctions caractéristiques des systémes de mesure
doivent satisfaire a certaines conditions, qui ne peuvent trou-
ver place dans cette eéquisse.

Les systemes de mesure, ou métriques, se répartissent,
d’apreés leurs propriétés (correspondant a celles de leurs
fonctions caractéristiques), en catégories, dont I'existence est
évidemment toute logique. Mais, conformément a ce qui a
lieu pour les ordres, une métrique déterminée (ou sa fonction
caractéristique) ne peut étre définie sans l'intervention de
nouveaux éléments empiriques. | |

LA MESURE GEOMETRIQUE. — On sait que le concept fonda-
mental de la Géométrie métrique réside dans la notion de
figure invariable, a4 laquelle on peut substituer celle de dé-
placement sans déformation ou encore celle de distance, deux

4
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quelconques de ces trois notions se définissant tres simple-
ment en fonction de la troisieme. A ces notions se rattachent,
par des liens purement logiques, celles d’égalité géométrique,
de ligne droite, de longueur, d’angle, d’aire, etc., toutes no-
tions servant a édifier la Géométrie traditionnelle ou eucli-
dienne. Celle-ci constitue, en définitive, la théorie d'un sys-
ttme de mesure, d’'une métrique, dont la fonction caractéris-
tique est la distance.

A ne considérer que l'enchainement logique de ses propo-
sitions, cette doctrine n’est évidemment pas spéciale au sys-
teme de mesure ainsi défini empiriquement et doit s’appliquer
a toutes les métriques appartenant a une certaine catégorie,
caractérisée par des propriétés purement logiques; cette ca-
tégorie est constituée par les métriques dites paraboliques
et archimédiennes. Lia doctrine euclidienne, ainsi interprétée,
est applicable a la mesure géométrique en vertu d’un classe-
ment de celle-ci. On voit combien il est radicalement absurde
d’appliquer le qualificatif « euclidien» au substantif « es-
pace»; ce qui est euclidien, c’est la mesure géométrique.

La notion de la mesure géométrique a manifestement son
origine dans l'observation imparfaite des corps sensiblement
indéformables ; mais une grande part de son individualité
est due au role important qu’elle joue dans le domaine
concret.

Elle a d’abord, comme tout systeme de mesure, un role de
représentation. La qualité locale de la matiére a, comme on
I'a vu, une existence propre, indépendamment des autres
concepts géométriques. Sa représentation numérique peut
étre concue de bien des manieéres différentes, méme en se
bornant aux systemes de coordonnées qui observent la con-
tinuité géométrique. Mais la définition d’un tel systéme de
topographie (au sens étymologique) nécessite toujours 1'in-
tervention de données empiriques ; elle comporte en effet un
systéme de repéres et des instruments d’opération. qu’il faut
bien trouver dans la nature. C’est pour cela qu’on est né-
cessairement conduit a recourir 4 I'emploi des notions mé-
triques, notamment de la distance et de 'angle.

Mais le role principal des notions métriques est celui
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qu elles jouent dans les lois physiques. On peut dire en effet,
d’'une maniére générale, que la qualité locale de la matiére
n’est relide a ses autres qualités physiques que par U'intermé-
diaire des notions métriques. 11 suffit de citer les lois sur
Pélasticité, la chaleur, I'électro-magnétisme, la gravité, etc.
On pourrait objecter, il est vrai, que les notions physiques
recoivent peut-étre, dans leur définition méme, 'empreinte
métrique, de sorte que la Physique ne serait que I'étude de
certaines propriétés des corps par rapport aux notions mé-
triques. Mais si cette observation pourrait étre admissible en
ce qui concerne les systémes de mesure des grandeurs phy-
siques, elle ne parait pas applicable & certaines relations
d’équivalence, telles que I'équilibre de température et 'éga-
lité de pression entre deux corps.

Il parait donc impossible d’é¢liminer les notions métriques
(et, a plus forte raison, 'idée de la continuité géométrique
qu'elles impliquent) des lois physiques ou elles figurent, et
elles recoivent de ce fait une objectivité nouvelle.

LA NATURE ET LE ROLE DE LA GEOMETRIE. — La question de
la nature logique de la Géométrie ne pouvait étre pleinement
élucidée avant les travaux de G. Cantor sur les ensembles et
de S. Lie sur les groupes continus de transformation, parce
que ce sonl ces travaux qui ont permis de spécifier les caté-
gories logiques auxquelles appartiennent les concepls géo-
métriques. , ) .

Il importe de distinguer : d’'une part, des notions logique-
ment définies (ensembles ayant la puissance du continu, or-
dres simples ou complexes, métriques): d’autre part, des
concepts d'origine empirique (espace, c’est-a-dire ensemble
des points géométriques, ordre géométrique, mesure géomsé-
trique). Les catégories logiques doivent faire 'objet de doc-
trines fondées sur leurs définitions et édifiées, par consé-
quent, avec toute la généralité qu'elles comportent. Quant
aux concepts empiriques, ils sont a classer, au moyen
d’axiomes, dans les catégories logiques, et ne doivent pas,
rationnellement, donner lieu a des doctrines spéciales ; mais,
méme considérés comme idéaux, ils sont parfaitement déter-
minés el il en est, par suite, de méme de leurs propriétés ini-




LES TROIS CONCEPTS GEOMETRIQUES 105

tiales, telles qu’elles sont révélées par ’observation menlale,
c’est-a-dire par l'intuition.

C’est dans ses concepts empiriques que réside le vérilable
intérét de la Géométrie et son unique raison d’étre. Son in-
dividualité est donc indépendante de son appareil logique et,
par suite, la terminologie qui lui est propre ne saurait étre
reportée, sans abus de langage et sans équivoque, dans les
théories générales dont la Géométrie n’est qu'une applica-
tion. Ces théories sont d’ailleurs elles-méme un objet parfai-
tement défini, bien que non géométrique, et elles n’ont rien a
gagner a affecter la forme de ces jeux logiques ou se com-
binent artificiellement des mots qui, selon la formule chere
a certains néo-logiciens, ne doivent avoir aucune significa-
tion, comme si l'idéal mathématique consistait dans I"auto-
matisme. |

En ce qui concerne le role scientifique de la Géométrie, on
a répété a satiété, sans que la moindre démonstration ait
d'ailleurs jamais été tentée, que la Géométrie constitue, vis-
a-vis de la réalité, un systéme de coordination, de représen-
tation ou d’analyse et on en a finalement situé l'origine et la
nature dans la physiologie humaine’; c¢’est ainsi qu’on en est
venu a affirmer sérieusement que les trois dimensions de
'espace sont dues a |’existence, chez les vertébrés, de trois
directions « cardinales ». On devrait alors rechercher dans
la seule conformation de T'oreille les raisons de la diversité
des sons el voir, dans les théories de I'acoustique, de la cha-
leur, de Poptique et de 'électro-magnétisme, des systémes
artificiels ne dépendant que de la nature des sens humains.
L’unité de la Physique se réaliserait ainsi dans la Physiologie.

Il ne manque a ces conceptions, ou plutot a ces formules,
que d’avoir une signification ; on serait curieux, par exemple,
de voir définir les choses a représenter ou a coordonner et
celles qui doivent servir a représenter les premiéres. Con-
traires au bon sens, susceptibles de faire illusion, comme
toutes les théories philosophiques, en raison du soin avec le-
quel elles évitent toute application aux faits concrets, ces di-
vagalions sans fondement procédent de la théorie idéaliste
ou subjectiviste de la Connaissance, qui devrait pourtant bien.
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prés d'un demi-siécle aprés les études réalistes de Helmholtz
et de Taine, avoir perdu tout crédit dans le monde scienti-
fique. N'est-il pas manifeste, par exemple, que 'idée de la
troisiéme dimension s'imposerait rapidement, bien qu’incons-
ciemment, au spectateur d'une scéne cinématographique,
comme le serait un homme uniquement pourvu du sens de
la vue ? C’est que les objets et les événements ne sont pas,
comme le disent les subjectivistes, des « complexes de sen-
sations » ; ce sont des « complexes de prévisions» (savoir,
c’est prévoir). Tout objet de Connaissance est con¢cu comme
source de faits, comme cause ; « Réalité » se résoud, en der-
niere analyse, en « Causalité ».

Les propriétés géométriques de la matiere (car il doit bien
étre permis, méme aux mathématiciens, de se souvenir, de
temps & autre, que les figures sont des positions possibles
pour la matiére) n'ont ni plus ni moins de réalité que les qua-
lités dites physiques. La Géométrie est donc, en délinitive,
une branche de la Physique ; seulement, une frondaison, peut
étre un peu abusivement luxuriante, en a masqué le point
d’insertion, comme cela pourrait se produire pour la Méca-
nique, la Thermodynamique, etc. Les Mathématiques, pas
plus que I'’Art, n’ont rien a gagner a renier leur mére : la
Nature.

/

G. ComBEBIAC (Bourges).
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