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‘SUR UN PARADOXE DE LA THEORIE
DES ENSEMBLES ET SUR L’AXIOME ZERMELO

J'ai signalé autrefois, dans la Revue générale des sciences,
un paradoxe relatif a la .théorie des ensembles. L’explica-
tion que j’en ai donné n’est pas entiérement exacte, comme
I’a remarqué M. Peano. Je voudrais reprendre la question
ici, et la faire suivre de quelques réflexions sur ce qu'on
nomme |'axiome ZERMELO.

Mon paradoxe concerne '’ensemble E des nombres suscep-
tibles d’étre définis par un nombre fini de mots.

Cet ensemble est dénombrable. En effet, la définition d’'un
nombre par un nombre fini de mots est un arrangement
avec répétition des 26 lettres de l'alphabet. Rangeons par
ordre alphabétique, d’abord tous les arrangements un & un,
puis a la suite tous ceux deux & deux, puis tous ceux trois a
trois, etc. Puis, parmi ces arrangements conservons seule-
ment ceux qui définissent des nombres, en biffant tous les
aulres.

Dans la suite des arrangements restant et définissant des
nombres, toute définition de nombre occupera un rang. Ces
définitions, ou les nombres correspondants forment donc
un ensemble dénombrable.

Cet ensemble que je nomme E est défini par les mots qui
précedent. Mais, étant donné un ensemble dénombrable de
nombres, on sait qu'on peut trouver un nombre n’apparte-
nant pas a I’ensemble.

Pour définir un pareil nombre, aux chiffres

01 2 3 4 5 6 7 8 9
faisons correspondre respectivement

1 2 3 4 5 6 7 8 1 1
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& chaque chiffre & correspond un autre chiffre ¢ (x) et ¢(x)
est distinct de . En outre ¢ () n’est jamais égal a 9.

Formons alors un nombre N ayant zéro pour partie entiére
et pour n™ chiffre décimal le correspondant du n™® chiffre
décimal du n™° nombre de 'ensemble E.

Le nombre N ainsi défini ne fait pas partie de E, car sl
était le n"° nombre de E, son n™° chiffre serait identique au
n™° chiffre du n™® nombre de E, et cela n’est pas.

Voila donc un nombre N, défini par un nombre fini de
mots et n’appartenant pas a E, ce qui est contradictoire avec
la définition de E.

Telle est la contradiction.

[l m’avait paru assez facile d’expliquer ce paradoxe. Soit
G la phrase définissant N. Cette phrase est un arrangement
de mots. Comme les éléments de E sont des arrangements -
de mots, en formant’ensemble E, on rencontrera la phrase G.
Supposons qu’on la rencontre au rang p. A ce moment elle
n’a pas de sens, car a ce moment les p — 1 premiers élé-
ments de E sont seuls définis. La phrase G n’ayant pas de
sens devra étre biffée.

Voici l'objection de M. Peano. Dans la phrase G on peut
remplacer les mots: Ensemble E par leur définition. La
phrase G acquiert alors un sens et elle définit un nombre.

Le paradoxe subsiste donc.

Mais alors on peut remarquer ceci: la phrase G formule
une contradiction. Soit p son rang dans 'ensemble E; si la
phrase G définit un nombre N, soit x son n™® chiffre. La
phrase G exprime que le p™¢ chiffre de N est égal a o (x,), elle
‘exprime donc que:

or par la définition de ¢ (x)on a ¢ (x) 2 . |

La phrase G exprime donc que le p™° chiffre du p™® nombre
de E est différent de lui-méme, ce qui est absurde. On de-
vra donc la biffer.

Il reste encore une difficulté. M. Peano l'indique et la ré-
sout comme 1l suit: (Je cite textuellement en traduisant en
francais le latin sans flexion dont 'auteur fait usage).
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« St la phrase qui définit N n’exprime pas un nombre,
comme 1l est démontré ci-dessus, alors dans le calcul de N
je passe cette phrase qui ne définit pas un nombre, et la dé-
finition de N acquiert un sens. C'est-a-dire : si N n’existe pas,
alors 1l existe ».

« Lia contradiction est dans 'ambiguité de la phrase N. Il
est nécessaire d’ajouter d’une maniére explicite, « cette
phrase non exclue » ou « cette phrase exclue ».

« Alors nous biffons la phrase ambigué, et nous continuons
au dela. Un peu plus loin nous trouvons les deux phrases :

« N == (Phrase N) cette phrase exclue,
« N" = (Phrase N) cette phrase non exclue.

« N” n’existe pas, par la raison indiquée. N’ représente un
nombre déterminé, appartenant 4 E, et évidemment différent
de tout autre nombre de E. »

Telle est I'explication de M. Peano. On pourrait encore y
faire cette objection que I'ensemble E (qui contient N) est
malgré tout dénombrable. Alors cet ensemble E étant formé,
la phrase G aura un autre sens et définira un nombre qui
n’est pas dans E. Cette fois le nombre n’est défini qu’apres
la formation totale de E et mon explication redevient bonne.

Je n'insiste pas plus longtemps sur ce sujet, de peur de
patauger dans l'infini, selon I’expression de M. Poincaré.

-

Je vais parler de 'axiome Zermelo, ce qui n’est pas sans
liaison avec ce qui précéde, comme on pourrait le croire.

On est conduit a 'axiome en question, en cherchant a dé-
montrer la proposition suivante : '

Si A est un ensemble infini non dénombrable, on peut tou-
jours trouver un ensemble dénombrable B contenu dans A.

Un ensemble infini, c’est un ensemble tel que si @, a. ... @,
sont p éléments distincts de ’ensemble, on peut toujours
trouver un élément distinct des premiers, @, ; appartenant

4 'ensemble.

D’apres cela, dans ’ensemble A on peut toujours trouver

une série d’éléments @, as ... @, . aussi longue qu’on voudra

contenue dans 'ensemble. Si on se contentait de celalapro-
position énoncée serait démontrée.
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Mais une suite infinie a, as ... a, ... n'est définie que si
U'on peut calculer @, . On dit cela dans les cours de mathé-
matiques en commencant |'étude des séries. Pour démontrer
complétement la proposition, il faudrait donc prouver l'exis-
tence d’une régle permettant de calculer @, en fonction de n.

On peut il est vrai prendre arbitrairement @, , mais on a
Pembarras du choix. Cet embarras se répéte une infinité de
fois. C’est 13 la difficulté.

Dans les ensembles particuliers on a en général la possi-
bilité d’une pareille régle. Soit par exemple 'ensemble des
nombres transcendants. On pourra prélever dans cet en-
semble un ensemble dénombrable

Mais la chose est-elle toujours possible ?

Pour plus de clarté nous énoncerons l'axiome Zermelo
ainsi. Etant donné un ensemble infini A, il est toujours pos-
sible de faire correspondre a chaque entier n un objet «, de
I’ensemble, a deux entiers distincts correspondant deux élé-
ments distincts. o

On devra également admettre l'énoncé suivant un peu
différent. Dans une suite d’ensembles rangés, A; A, ... A, ...
sans éléments communs, on peut prélever une suite d’élé-
ments, @, as ... a, ... 'élément a, étant dans A, .

Ces propositions constitueront pour nous l'axiome Zermelo.
Elles ne paraissent pas démontrables dans le cas le plus gé-
néral, elles le sont dans un cas trés étendu, le seul qu'on
ait a considérer pratiquement. Envisageons la 1" proposition.
Supposons ceci « Dans I'ensemble A il y a des ¢léments pou-
vant étre définis par un nombre fini de mots ». En faisant
cette hypothése supplémentaire nous ne restreignons pas
beaucoup la question. On ne peut en effet se faire aucune
idée d'un ensemble ne possédant pas cette propriété.

Avec notre restriction laxiome Zermelo se démontre im-
médiatement. En effet reprenons les arrangements de lettres
dont jai parlé au début de ce travail. Parmi ces arrange-
ments, rangés comme nous l'avons dit, biffons tous ceuwx
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qui ne définissent pas des éléments de ('ensemble A. Ceux
qui restent définiront des éléments de ’ensemble A rangés
dans un certain ordre. Nous aurons donc bien une suite
rangée a, as; ... a, ... formée d’éléments de I'’ensemble A.

La seconde partie se démontre de méme. On peut su'ppo-
ser rangés des éléments des ensembles A; A, ... A, , par la
regle précédente, et dans chacun d’eux on prendra le pre-
mier élément, @, sera alors le premier élément de A, .

Ces démonstrations laissent un peu a désirer. Il faut en ef-
fet bien préciser dans quel cas un arrangement de lettres dé-
finit un élément de I’ensemble A. Lorsqu’on arrive en effet a
un arrangement de mots définissant un élément de l'en-
semble A mais avec une incorrection de langage, par exemple
en omettant les articles, doit-on le biffer ou non. Il faut faire
a ce sujet des conventions précises, car pour bien démontrer
I’axiome, il faut supprimer partout ’embarras du choix.

€

Je considére ces questions comme curieuses, mais absolu-
ment oiseuses en mathématiques. La vraie mathématique,
celle qui nous fait connaitre le monde extérieur, n’a que
faire des ensembles non dénombrables, et dés objets non
susceplibles d’étre définis par un nombre fini de mots. Ces
objets n’existent qu’en un sens: leur existence n’implique
pas contradiction. Et encore n’est-ce pas sur. :

En géométrie il est_ vrai on considere des segments de
droite, des arcs de courbe, etc. Ce sont des ensembles de
points non dénombrables. Mais tous les points obtenus par
une construction géométrique quelconque ont une position
définie par un nombre fini de mots. _

J. Ricaarp (Dijon).
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