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SUR UN THEOREME DE M. HAMEL

1. — M. Hamel a démontré le théoréme suivant dans les
Mathematische Annalen (Vol. 60, 1905 : « Ueber eine Basis
aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktional-
gleichung f(x + y) = flx) + [(y)» :

« Il existe une base de tous les nombres, c’est-a-dire, il
existe un ensemble de nombres «, b, c, ... tels que tout

nombre x peut étre représenté univoquement par une ex-
pression de la forme

x=uaa + Bb + yc 4+ ...,

~

ou les coefficients a, 3,y ..., qui ne sont pas nuls, sont ration-
nels et en nombre fini ».

Il est bien aisé de déduire du théoréme énoncé l'existence
d’infinies solutions discontinues de 'équation fonctionnelle

fle 4 y) = flx) + fly)

dont toute fonction de la forme

f(x) = af(a) 4 Bf(b) + ¥f(c)

est solution, les valeurs de la fonction f(x) correspondant aux
membres de la base étant supposées arbitrairement choisies.

Mais il est aisé d’en déduire aussi la possibilité de la dé-
composition de tout nombre x du continu en un produit
d’un nombre fini de puissances rationnelles d’autres nom-
bres formant un ensemble numérable. Nous nous propo-
sons de définir cet ensemble en nous appuyant de considé-
rations analogues a celles qui ont conduit au premier, et in-
dépendamment de celui-ci. |

« Il existe un ensemble de nombres m, n, p, ... tels que

tout nombre x du continu peut étre représenté univoque-
ment sous la forme
-

x=m. n’. P s (2)
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ou les exposants p,v, n... différents de zéro sont rationnels
et en nombre fini. »

Les considérations suivantes se fondent sur le théoréme
de Zermelo, affirmant la possibilité de bien ordonner un
ensemble quelconque (Mathem. Annalen, vol. 58). On sait
que pour quun ensemble soit dit bien ordonné (ou série
bien ordonnée) il faut et il suffit :

Qu’il existe un premier élément de 'ensemble;

Qu’il existe un premier élément de tout ensemble dont
tous les éléments sont éléments de 'ensemble considéré.

Nous disons que les nombres a, b, c... sont nombres de la
base I, et les nombres m, n, p, ... nombres de la base I1.

2. — Soit, par rapport a un bon ordre déterminé du con-
tinu, m le premier élément: il est aussi le premier des
nombres de la base II. Nous supposons ¢liminés tous les
nombres dont la forme est m# (u rationnel et quelconque).

Il suit de '’hypothése de bon ordre, que I'ensemble des
éléments qui ne sont pas puissances rationnelles de m a un
premier él€ment, soit n. Cet élément estle second des nom-
bres de notre base. Nous supposons qu’on élimine a pré-
sent tous les nombres qui se laissent décomposer dans le
produit d'une puissance rationnelle de m et d'une puissance
rationnelle de n : le premier des ¢léments de 'ensemble ré-
sidu, par hypothese le nombre p, est le troisieme des nom-
bres de la base [1. Et ainsi de suite.

Supposons que X soit I'ensemble des nombres qui, dans
le bon ordre considéré, précedent x.

Nous disons que x appartient a la base, s’il n’est pas pos-
sible de poser

. v
x =— In{J‘ « M s T'P

ou m, n, ..., sont en nombre fini et appartenant a X, et
gy v, ..., p rationnels. ,

On déduit de cette définition que, si m, n, ... r appartien-
nent a la base, on ne peut avoir

m*.ant P =1 , (3)
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car autrement il serait possible de poser
V ’ 4
r = ITLP‘ R /AN

¢, v', ... rationnels. Et il suit de I'impossibilité de (3) que,
si une décomposition de la forme (2) est possible, elle I'est
d’une seule maniére. Car on aurait

’ vl ) TE'
xX = 7)),[}’ . n p

r . V,_V Tr’——'Tr
mt=F 5 e, — 1 .

- P

- Mais il est aussi évident que toul nombre du continu, qui
ne peut étre décomposé dans le produit d’'un nombre fini
de puissances rationnelles d’éléments de la base, appartient
a celle-ci. :

Supposons en effet que Y’ soit I'ensemble des nombres, qui
n’'appartiennent pas a la base et n’admettent pas une décom-
position de la forme (2), et supposons que y soit le premier
élément de Y'. On a de la précédente définition Papparte-
nance de v ala base: Y’ n’aurait donc de premier élément,
ce qui serait contraire au théoréme de Zermelo.

La proposition énoncée est ainsi démontrée dans sa tota-
lité.

Ugo BroGaGi (Rome).

SUR LA POLARITE DANS LES COMPLEXES DU SECOND
DEGRE (ORDRE ET CLASSE)

- Cette note est basée sur la propriété des droites d’un
complexe du second degré (ordre et classe) appartenant a un
plan =, d’envelopper une courbe de la seconde classe.

1. — Soit ® un complexe de second degré donné. Un plan n
passant par un point donné P rencontre le complexe ® sui-
vant une conique, la polaire de P par rapport & cette conique
est une droite p. Lorsque le plan n décrit la gerbe de som-
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