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nombres ordinaux non entiers, et dont 'introduction est cependant néces-
saire, si 'on peut s’exprimer ainsi, pour numéroter les éléments de certains
ensembles.

Dans 1'étude proprement dite des fonctions d’une variable, 'esprit péné-
trant de ’auteur se révele tout de suite avec la notion de semi-continuité.
D’une facon extrémement bréve, on peut considérer en un point d’un certain
ensemble une fonction f ayant un minimum m et un maximum M en ce point.
L’ordinaire condition de continuité se traduit par la double égalité f—=m = M.
Il y a semi-continuité quand l'une seulement de ces égalités a lien. Un
chapitre est consacré aux ensembles de points dans I'espace & n dimensions
et 'on y retrouve avec une grande symétrie les considérations développées en
détail pour I'espace & une dimension. Une des conclusions, les plus impor-
tantes du livre est relative aux développements de fonctions continues et
discontinues en séries de polyndmes, M. Baire n’a certainement pas livré
toute sa pensée a cet égard; il nous renvoie pour terminer a un mémoire
qui doit parafitre incessamment aux Acta mathematica; le présent ouvrage
y sera en tout cas une introduction aussi excellente que simple.

A. BunL (Montpellier).

E. Borer. — Lecons sur les fonctions de variables réelles et les dévelop-
pements en séries de polyndmes, professées a I’'Ecole Normale supérieure
et rédigées par Maurice Fréchet avec des notes par M. P. Painlevé et
H. Lebesgue. — 1 vol. gr. in-8° de 160 pages; prix: 4 fr. 50 ; Gauthier- .
Villars, Par#s, 1905. '

Ce volume est le huitieme de la Collection de Monographies sur la Théorie
des fonctions. Il envisage les fonctions de variables réelles dans les voies
récemment ouvertes par des ceuvres comme la thése de M. Baire.

A vrai dire il est assez difficile de distinguer bien nettement, tout au
moins a I’heure actuelle, ce qui revient au champ réel et au champ complexe.
Beaucoup de développements en séries de polyndmes peuvent presque
toujours servir a représenter indistinctement des fonctions analytiques ou
non mais, comme les auteurs qui se sont occupés de ces épineux problémes
ont commencé par séparer les deux champs, il est nécessaire de commencer
par accepter cette démarcation.

Aussi bien le faitde se cantonner d’abord dans les variables réelles permet
de préciser, avec le maximum de simplicité, une foule de questions relatives
par exemple & la continuité des fonctions représentées par des séries a
termes continus ainsi qu'a l'intégration de ces mémes séries. A propos du
premier exemple rappelons la condition classique de convergence uniforme,
condition inattaquable mais trop solide peut-étre, et qui a été remplacée
par les conditions plus élastiques de convergence simplement uniforme et de
convergence quasi-uniforme dues respectivement & MM. Bendixson et Arzela.

Quand au développement des fonctions de variables réelles en séries de
polynémes c’est la un cas particulier du probléme extrémement général de
la représentation analytique approchée de fonctions non analytiques. En
ces points on sent neitement que M. Borel a tenu, a 'exemple de Weierstrass,
a rejeter des considérations intuitives qui, si elles n’ont pas la valeur
rigoureuse de sa pure analyse, peuvent étre cependant grandement utiles.
Echauffons arbitrairement une barre: par le fait méme la température en
un point de la barre est d’abord une fonction tout a fait quelconque (continue
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ou discontinue, analytique ou non) de I'abscisse de ce point. Au bout d’un
temps fini, mais aussi court qu’on le veut, la température en question est
devenue fonction analytique de la dite abscisse et par suite, en remontant le
temps, la représentation analytique aussi approchée qu'on le voudra est
toute trouvée. Que 'on mette cette idée en formules et 'on aura le procédé
de Weierstrass et notamment la fameuse intégrale définie dont il se sert et
qui n’a que le tort de paraitre venir juste & propos sans qu'on sache pour-
quoi on a recours a elle plutdt qu’a une autre.

A la suite de la méthode de Weierstrass, M. Borel en expose d’autres
dues & MM. Volterra, Lebesgue, Runge; il traite de l'extension de ces
résultats aux fonctions de plusieurs variables et consacre des pages trés
intéressantes au probléme de l'interpolation. La formule de Lagrange par
exemple conduit bien & représenter une fonction par un polyndme mais,
comme le remarque treés justement 'auteur, il n’est pas sOr que la courbe
parabolique ainsi employée se rapproche d’autant plus de la courbe arbi-
traire donnée qu’on donne un plus grand nombre de points de celle-ci. Aussi
M. Borel tente de donner une théorie générale de I'interpolation qui ne soit
pas soumise a des inconvénients de cette nature. La partie rédigée par lui
~ se termine avec la représentation des fonctions discontinues. Ce que j'ai dit
plus haut a propos de la méthode de Weierstrass montre immédiatement
que le fait pour une fonction d’¢tre représentable par une série de polynémes
n’est nullement une preuve de continuité. C’est M. Baire qui a défini le
premier les fonctions lés plus générales représentables par des séries de
polynoémes. Le jeune et éminent analyste a donné aussi une classification
des fonctions qui se rattache immédiatement au point de vue précédent. Les
fonctions continues sont de classe zéro, les fonctions développables en séries
de fonctions continues et qui ne sont pas continues sont de classe un, celles
développables en sériesde fonctionsde classe un,etqui ne sont pasde classe
un, sont dites de classe deux et ainsi de suite. Une fonction de classe n et
représentable par une série multiple d’ordre n dont tous les termes sont
des polyndmes. , _

Voyons maintenant la note de M. Painlevé Sur le développement des fonc-
tions analytiques. Le probléme est de trouver un développement, valable
non pas seulement dans un cercle comme le développement taylorien mais
dans tout le plan sauf peut-étre sur certaines demi-droites formant ce que
M. Mittag-Leffler a appelé [’étoile. M. Painlevé obtient alors trés élégam-
ment des développements en séries de polynome tels que ceux signalés pour
la premiére fois par M. Fredholm. Le principe de la méthode ‘peut s’exposer
en deux mots. Considérons deux champs complexes, celui des 7 et celui des
¢ puis une transformation conforme changeant les points d’affixe 0 et 1 du
premier en les points 0 et 1 du second et réciproquement. Soient ¢ = ¢ (7} ,
T == x (¢) les formules définissant cette transformation choisie en outre de
facon a changer un contour aussi aplati qu'on le voudra enveloppant le
segment 0 — 1 en un cercle modr = const > 1 . On a " |

flo(t)] = Ao + Auz + A272,+ 5
ce qui, pour
T =1, est /[qo(l)] ou f(1) .

L’Enseignement mathém., 8¢ année ; 1906. : 6
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Mais si 'on compare

t — ht + det? ...

avec
flt) = ao + arit + ast? 4 ... ,

développement valable tout au moins dans le voisinage de l'origine, dans
lequel on remplace ¢ par la valeur de la formule précédente, on se convainc
que Ao, A1, Az, ... sont des combinaisons linéaires et homogénes de ao,
at, az, ... et par suite f(1), non représenté forcément par le développement
précédent de f(f) pour ¢ = 1, l'est par

Ao 4+ Ai + Az 4+ ...

C’est ce que M. Painlevé appelle une série générairice normale.

Le volume se termine par une seconde note de M. Henri Lebesgue qui
revient sur le théoréme de M. René Baire dont il a été question plus haut et
par une troisiéme de M. Borel ou ce dernier s’attache & démontrer qu’il existe
effectivement des fonctions dans toutes les classes de M. Baire.

A. BunL (Montpellier).

Catalogue international de la littérature scientifique, publié par une
commission internationale sous la direction de M. le Dr H. Forster Mor-
LEY. A Mathematics. — 1 vol., 201 p.; prix: fr. 18. 75. Gauthier-Vil-
lars, Paris ;

Cette importante publication est due a l'initiative de la Royal Society de
Londres qui, depuis une dizaine d’années, a réuni une série de conférences
internationales en vue de la publication d'un Catalogue international de la
Littérature scientifique. Les différentes branches scientifiques ont été répar-
ties comme suit en 17 groupes et feront I’objet de 17 volumes annuels.

A. Mathématiques. G. Minéralogie. N. Zoologie

B. Mécanique. H. Géologie. O. Anatomie humaine.
C. Physique. J. Géographie. P. Anthropologie phy-
D. Chimie. K. Paléontologie. sique.

E. Astronomie. L. Biologie générale. Q. Physiologie.

F. Météorologie. M. Botanique. R. Bactériologie.

Il s’agit, comme on le voit, d’'une entreprise considérable qui est appelée
a rendre de grands services dans tous les domaines de la science ; elle sera
particuliérement bien accueillie dans les branches qui, moins favorisées que
les sciences mathématiques, ne possédaient pas encore de périodiques
spécialement consacrés a la bibliographie, tels que le Jahrbuch ither die
Fortschritte der Mathematik et la Reyue semestrielle de publications
mathématiques. '

Chaque volume donne, par ordre méthodique, les titres des ouvrages et
des mémoires. publiés pendant une année dans les Recueils scientifiques, a
partir du 1er janvier 1901. Nous voudrions pouvoir dire de fous les ouvrages
et mémoires publiés, mais il est matériellement impossible, surtout dans
" les premiers volumes, d’étre absolument complet.

Le présent volume est consacré aux mathématiques. Il contient, apres
diverses notes d’introduction et listes : @) une classification des différentes
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