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448 G. DUMAS

bole est donc une trajectoire orthogonale des droites de
I'abaque.

3° On pourrait tracer la parabole ¢*> =— 4 p et mener les
tangentes a cette courbe. Les perpendiculaires a ces tangen-
tes, menées par lespoints de rencontre avec ’axe horizontal,
donneraient les droites utiles de 'abaque.

E. Branp (Bruxelles).

DEMONSTRATION D'UNE PROPOSITION RELATIVE
AUX EQUATIONS LINEAIRES

Le théoréme que nous nous proposons de démontrer est
le suivant :

Un systéme

¢y = bl,l s My = 1)1’2 N N 11,173 , .. x, = b‘l,'l
€Ty T ”2,1 , B, == 1)2’2 , vy = 1)2’3 , . X, = [;2,n
L= [)31 g Oy = bé)z , r, = bs,3 , X, = bs,n

de s solutions du systéme d’équations linéaires et iomo-
N\
genes,

a 4% -+ @) 5%y e ay X, = 0

a3 1% + Ay 5%y + ... +a ,x, =0

...........................
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EQUATIONS LINEAIRES

étant donné, tout systéme de valeurs

[ ox, = /)1,'1t1 + by b+ .00 /)s,lts

X, — bl,ztl -+ 1)27212 + oo bt

dans lequel ty, ts, ... t; représentent des parametres
arbitraires est solution de (1).
Si, réciproquement s — n — 1, et si les dewx tableaux

ay, @ 4 @y, Do g g /}1,71

b b )
A — a2,1 ([2,2 (l2 n ’ B — 2,1 72,2 2.1
\ a":’l - =t o 'l)o 1 b 2 /)s n

sont respectivement de rang r et s, toute solution de (1) pourra
se mettre sous la forme (2).

Cette proposition fondamentale occupe dans la science
mathématique une place considérable. On l'applique, par
exemple, a chaque instant, dans la théorie des courbes et sur-
faces algébriques. Toutefois, ce n’est pas sous cette forme
qu'elle se trouve généralement énoncée dans les traités d’Al-
gébre. On se contente le plus souvent d’établir que r des
inconnues du systéeme (1), qui ne peuvent pas d’ailleurs étre
choisies tout a fait arbitrairement, s’expriment en fonction
des (n —r) autres, lorsque le rang du tableau A des coefli-
cients de (1) est égal a r. Ceci suffit pour la plupart des
applications, quoique, & vrai dire, cette répartition des in-
connues en deux catégories ne soit guére satisfaisante.

Si, d’autre part, r = n — 1, on sait que x, X2, ... L,
sont proportionnels-aux déterminants pris avec des signes
convenables et formés en supprimant sucessivement dans A
chacune des colonnes. Que correspond-il & ceci dans le cas
d'un nombre quelconque d'équations? Voila ce qu'on omet
habituellement de dire.

Il semble, en un mot, mal aisé de donner sans étre long

L’Enseignement mathém., 8¢ année ; 1906. 29
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ou sans utiliser un symbolisme quelque peu excessif une
démonstration, satisfaisante & tous égards, du théoréeme ci-
dessus.

Celle qui suit a pour elle avantage de la briéveté. Elle
suppose, en revanche, réels, hypothése dont elle s'affran-
chit facilement ensuite, tous les éléments des tableaux A

et B.

On peut de bien des facons former un tableau B. A étant
de rang r, un quelconque des déterminants de degré r que
renferme A sera différent de zéro. Supposons pour fixer les
idées que ce soit le déterminant A’ formé des r premiéres
colonnes de A.

Considérons ensuite, un déterminant de degré s, le déter-
minant ’

l

bl,r—{-—1 )1,1‘+2 Vi, n

N b,
. B — 2, r4+1 "2, r42 2, n

I)S,I + 1 bs, r<+2 * I)s, n

aux éléments duquel nous donnons des valeurs quelconques,
astreintes a la seule condition de ne pas ’annuler.
Dans (1), faisons :

xr—l—l f— l)i’r+1" *T;~+2::bi,r+2 1 oees ’xn:bi,n

et résolvons par rapport a x,, &,,... «, le systeme d’équations
non homogeénes, a déterminant A’, différent de zéro, que 'on
obtient ainsi; &, &s,... & sontalors déterminés d’'une maniére
unique. Nous écrirons:

En donnant a ¢ successivement les valeurs, 1, 2,... s, on
obtient de la sorte s solutions de (1), dont le tableau, B, est
nécessairement de rang s, puisqu’il renferme le déterminant
B’, par hypothése différent de zéro.
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Ceci dit, supposons dans A et B tous les éléments réels.
Puis formons au moyen de A et B le déterminant

a],] a1,2 et al, n
az,l a2,2 a2, n
ar,l ar,2 : ar, n
D =
1)1,1 ])1,2 bl,n
[
[)2,1 b2,2 ¢ )2,n
[}s',l bs,? [)s n

Désignons aussi par M et N les déterminants qui s’obtien-

nent en élevant symboliquement au carré les tableaux A
et B.
Si 'on pose

ci,/t' = ai,'lak,'l '—l_ aé,zak,:‘z + S + ai,nak,n . (l,/n -_= 1,2,3, i r)
dj,l — ]’j,lbl,l 4+ bj,?”[,? + ...+ [’j,nbl,n, . (j,l =1,2,3, ... 5)
on aura
M:!Ci,kl’ N‘_——ldj,ll‘

Un premier résultat s’obtient immédiatement :

. gElémen,ts
M i tous
i nuls.
D2 —
Eléménts N
tous nuls. i
c’est-a-dire
(3) D? — MN .

Développons maintenant D au moyen de la regle de La-
place. Appelons P,, P,,... P, les déterminants distincts, de
degré r, formés avec les r premieres lignes de D; Q,, Q,,...
Q les déterminants de degré s formés avec les s dernieres.

1
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Supposons aussi les notations choisies de telle sorte que Q1
représente, affecté du signe qu'il convient, le mineur com-
plémentaire de P,, Q, celui de P, etec.

On aura, d’'une part,
l

D= 2 P.Q,
i=1
et d'autre part, comme conséquence du théoréme de multi-
plication des tableaux :

{ L
M=P;, N=3Q}.

i—1 =1

On en déduit aussitot, a cause de (3),

<§1P3> (éle-> - <Lé1P,-Qi>2: 0.

Comme le premier membre s’obtient aussi par élévation
au carré du tableau

. <P1 P, ... Pl>
Q, Q...Q
on en déduit immédiatement
SPQ— QPr=0, (ij=123 ..0.

Mais, par hypothése, les éléments des tableaux A et B sont
tous réels, on a donc. :

(4) ) P,Q,— QP =0, |

quels que soient les indices 7 et j .

Les déterminants complémentaires dans A et B sont donc
proportionnels.

Supposons maintenant, hypothése légitime, P;=0, Q;5%0;
il en résulte de suite P; == 0, Q, == 0. Par conséquent :

Deux déterminants complémentaires dans A et B sont
toujours simultanément différents de zéro.

Ce point établi, considérons un systéme quelconque de
valeurs |

Xy s Xy vun Xy
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vérifiant les équations (1). Parmi les mineurs complémen-
taires de D simultanément différents de zéro, supposons,
pour fixer les idées, qu’il y ait entre autres les deux détermi-
nants :

@1 A3 o0 B by py1 Y2 oo by, n
: ‘ b
Ay Qg o0 fayp /)2,r+1 [’2,r+2 bl %
et
ar,l ar,‘.’. ar,r [)s,r—i—l I)s,r+2 bs,n

‘On pourra toujours, mais d’une seule facon, déterminer
des quantités de t,, Ly, ... &5, de maniére a avoir

xz-+k:b1,z~+kt1 + 1)2,,,,_*_]”“z + ...+ bs,r-|-kts (A =1,2,3, ... s)

d’ou 'on déduit :
./1:L:/)1,Lt1 +b2,tt2 + . —i—/)qlq—l—-el, (l=1,2,3,...71)

les ¢, représentant certaines quantités dont il sagit de fixer
la valeur.

Pour ceci introduisons toutes les quantités x,, 23, ... Ln
dans les » premiéres équations (1). En vertu de la premiere
partie, évidente d’ailleurs, de la proposition que nous voulons
démontrer, on aboutit au systéme suivant d’équations pour la
détermination des e, :

ap & + a8 + ooty = 0, (A= 1,2,3. ... 1).

Le déterminant des coefficients étant différent de zéro, les
g, sont de la sorte nécessairement nuls.

Notre proposition, dans le cas d’éléments réels, se trouve
ainsi complétement établie.
- Comme d’autre part tout polynéme entier dépendant de
plusieurs variables s’annule identiquement s’il est égal a
zéro quelles que soient les valeurs réelles attribuées a cha-
cune des variables, nous sommes assurés de tomber sur des
identités si dans les relations (4) nous remplacons les élé-
ments b par leurs expressions en fonction des éléments a.
Quelle que soit, par conséquent, la nature des éléments de
D, que ceux-ci soient réels ou imaginaires, les déterminants
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complémentaires de D appartenant respectivement a A et B
seront toujours proportionnels. Deux quelconques d’entre
eux seront, par conséquent, toujours simultanément diffé-
rents de zéro.

La proposition se trouve, de ce fait, établie dans tous les
cas possibles.

Pour étre complet, on doit encore ajouter la remarque
sulvante : o

Le nombre k €tant inférieur a s, il n’existe aucun systéme
de solutions de (1) :

xlzli,l"x2:li,2’ ,.‘x,l:li’,z, (it =1,2, ... &)

tel qu’en donnant a y,, y,, ... y,, des valeurs convenables,
toute solution de (1) puisse se mettre sous la forme

l‘rj — ll,jy1 - lg’jyz -+ ... 4+ lk’jyk , (1 = 1,2,8, .. &)

Si, en effet, la chose pouvait avoir lieu, tous les détermi-
nants Q,, Q,, ... Q; de degré # que 'on forme au moyen de
B se réduiraient a zéro. Le rang de B ne pourrait étre égal
a s. On aboutit a cette conclusion en remplacant dans l'un
quelconque des déterminants (Q;, chaque élément b en fonc-
tion des /; ;. On arrive de la sorte a un délerminant qui s’ob-
tient aussi, par multiplication de deux tableaux dans lesquels
le nombre des lignes est supérieur a celui des colonnes, a
un déterminant nul par conséquent. \

Il existe, nous 'avons vu, une infinité de tableaux tels que
B, et tous de rang s. Appelons homologues les déterminants
de degré s, constitués dans chacun d’eux au moyen des mé-
mes colonnes. On a la proposition :

Dans deux tableaux B les déterminants homologues sont
proportionnels.

Des tableaux A et B nous avons en effet déduit les rela-
tions (4). De A et d’un autre tableau B on déduirait, Q; et Q;
ayant une signification évidente, les relations analogues

5 Pi—-—““‘ , ] = 1,2 [
7 T, i, 7 dydy wua .
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De (4) et (5) résulte aussitot

o Q.
95:-%, =12 ... 0.
Q;‘ Qj o

Ceci démontre la proposition que nous venons d’énoncer.
Celle-ci, pour les mémes raisons que tout a I'heure, est vraie
quelle que soit la nature des éléments considérés.

Remarque. Dans le cas ont les équations (1), au lieu d’étre
homogénes, admettent un second membre et sont de la

forme
(6) ak’lxl—{—ak’z%—{— —{—ak’n.rn::dk , k=12, ... 1)

leur solution la plus générale, s'il en existe une, est de la

forme

x. = D.

J J,1t1+])j,2t2+ +bj,st.s‘+“j’

dans laquelle o, o, ...

(j =1.2, ... nj

an représentent alors I'un quelconque

des systemes de valeurs vérifiant (6).
La démonstration est immédiate. Nous ne nous y arrétons

pas.

G. Duwmas (Zurich).

CONSTRUCTION ET GENERATION DES COURBES
~du (= 4 1)° degré et de la (» + 1) classe . '

Nous commencerons par les définitions suivantes :

Groupe du (n + 1)¢ degré.

Un faisceau dontchaquerayon
correspond a n rayons d’un
autre faisceau alors que chaque
rayon de celui-ci correspond a
un seul rayon du précédent,
détermine avec le deuxieme, un
groupe du (n 4 1) ¢ degré.

Groupe de la (n + 1)° classe.

Etant donné deux divisions
de points, telles que chaque
point de la premiére correspond
a n de la deuxieme et chaque
point de la deuxiéme a un seul
de la premiere, ces divisions
forment un groupe dela (n -+ 1)°
classe.

! Voir C. R. 1906 (n° 24, 11 juin et no 1, 2 juillet). .
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