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DEUX THEOREMES DE CARNOY 365

rivée pour cette valeur de x; car si elle en avait une le rap-
Ay : . .
port - —’ devrait tendre vers une limite finie quand Az tend

vers LGI’O d’une maniére quelconque.
Il est d’ailleurs facile de compléter le résultat precedent

A o
en montrant que A—; croit indéfiniment quand Ax tend vers

zéro par valeurs positives quelcongues.
D’autre part quand Ax tend vers zéro par valeurs néga-

. A.)/‘ ’
tives, le rapport <, lend vers zéro.

Car si I'on considere les intervalles successifs dont x est
Iextrémité supérieure, soient x2’, x1”, x1”,... leurs extré-

mités inférieures, on trouvera facilement

n T \1 —a

y—o" <1 — ,,>n_1 y—
—_—-( T — .

14
X — X e

Or I'hypothese 6 > a entraine 1 — b < 1 — a.

Donc cette expression tend vers zéro.

Une question qui se pose maintenant est de savoir si les
propriétés precedentes subsistent quand « n’appartient pas
a l'ensemble E. Cela n’est pas

Dans ce cas la variation de ]s_z; est plus compliquée et dé-

pend en général de la facon dont Az tend vers zéro. Nous
réservons cette étude pour une autre occasion.

E. Canen (Paris).

DEMONSTRATION SYNTHETIQUE
DE DEUX THEOREMES DE CARNOY

La mortrécente de Joseph Carnoy, professeur de géomé-
trie & 'Université de Louvain, me fait songer a4 publier une
démonstration synthétique de deux théoréemes qui lui sont
dus; si je le fais, c’est bien moins pour cette démonstration
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synthétique que pour les théorémes eux-mémes, fort élé-
gants et susceptibles de nombreuses applications a la cons-
truction des Coniques. ;

I. — Soit (fig."1) une conique avec trois sécantes la cou-

B

pant aux poihts AetM, A’ etN, S et S'. Considérons les deux
premiéres comme deux ponctuelles projectives; pour en dé-
terminer la projectivité, posons a priori A homologue de
A’, B, intersection de AM et SS’, homologue de B’, intersecé
tion de A’NetS &', et enfin C, intersection de A M et A’ N
correspondant a lui-méme. Les deux ponctuelles sont donc
aussi perspectives et les rayons joignant-leurs points ho-
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mologues se coupent tous au point O, intersection de AA’
et BB'. o
Mais pour premser cette correspondance 11nous faut cher-
Qher une loi qui donne les trois couples homologues qui
viennent d'étre posés. Je dis que cette loi consiste en ceci:
mener par S intersection de S S et de M N, un rayon quel-
conque coupant A M et A’ N respectivement aux points r’ et
r; joindre Sr et S ' et obtenir R intersection de Sr avec
A M, homologue de R, intersection de S r' avec A’ N. En
faisant coincider le rayon quelconque Si 7’ avec S S’ on ob-
tient les points B et B'; en le [aisant coincider avec S1 G, on
obtient ’élément uni C; il reste a démontrer que, d'aprés
cette loi, A correspond a A’.

Joignons A S et marquons a lintersection de A S avec
A’"N; joignons Si @ et marquons «' 'intersection de Sy a avec
A M tout revient a démontrer que A’ @' passe par S’. Nous
voyons que la figure contient un hexagone, NMASS" A"N,
inscrit dans la conique; numérotons en les cotés en com-
mencant par N M = 1. D’apres le théoréme de Pascal, &', in-
tersection de 2 et 5, doit étre en ligne droite avec les deux
autres intersections @ et S1 ce qui achéve la démonstration.
Si maintenant nous considérons le quadrilatere A A" M N et
la position du centre de perspectivité O des deux ponctuelles,
nous aurons le théoréme suivant:

Etant donnés six points! d’une conique, on en prend qua-
tre ? pour les sommets d'un quadrilatére et on détermine les
points ® ou la corde* des points restants rencontre deux cotés
opposés’®; les droites® menées par deux points? pris sur les
autres cotés ® en ligne droite avec I'un d’eux?® et par les ex-
trémilés' de la corde!!, rencontrent cesmémes cotés'?en deux
points ¥ en ligne droite avec l'autre '*. (CarNoY. Annales de
la Sociéte Sczelztzfque de Bruxelles, 1879- 80 Cours de géo-
métrie analytique, lome 1.) - .

Ou bien: Etant donnés cing poinis d’une conique, on en
prend quatre pour les sommets d’'un quadrilatére et 'on

1AA’MNSS’-2AA’MN BS1et 0; 4SS, SMNeot AA'; 6/ et rS; Trietrs SMA
et N A’; 851; 108 6t S MS S/ ; N A’ ot M A; BR/ ot R ; 40, .
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méne par le cinquiéme deux droites quelconques, la pre-
miére rencontrant deux colés opposés en deux points, la se-
conde rencontrant les autres cotés aussi en deux points: les
droites qui joignent ces points combinés deux a deux for-
ment avec chaque groupe de cétés opposés deux quadrilaté~

A

res tels que'leur’s diagonales se rencontrent sur la conique.
(CArNOY, loc. cit.)

1. — Soit (ﬁg 2) une conique avec six tangentes a, m, a',
n, s, s’ dont quatre sont considérées deux par deux, a et m;
a' et n, comme [aisant partle de deux faisceaux prOJectlfs de
centres S et S'. Posons a pmom a homologue de &', b, joignant
S a P, intersection de's et s, homologue de d’, joignant 'S’ a




DEUX THEOREMES DE-CARNOY 369

P, et enfin S S’ ou ¢ élément uni des deux faisceaux; ceux-ci
sont donc perspectifs, avec P A, ou A est le point de rencon-
tre de a et @’, comme ponctuelle d’intersection.:

Pour fixer cette perspectivité, il faut trouver une loi gé-
nérale qui réponde aux trois exemples posés. Je dis qu’elle
consiste en ceci: l'intersection de m et de n donne un point
S1 qui joint & P donne la droite si ; prenons un point variable
V sur s1 et joignons SV=pet S V=yp; p coupesenog et
p coupe s’ engo les rayons et r’ unissant re spectlvement
S a4 ¢ et S’ a ¢ seront homologues et se couperont en un
point R de P A. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que cette loi
donne les couples (@ a'), (b 0'), (c ¢). La vérification en est
aisée pour(c ¢'): il suffit de prendre V en Ve, intersection de
c avec P A ;de méme pour (b0') en faisant venir V en P. Il reste
a démontrer que « est, d’apreés cette loi, l’homologue de .

‘Cherchons @, intersection de s et de @ ; joignons & §' = «
et marquons Vi l'intersection de ® S’ avec s1 ; on voit facile-
ment que, pour que la proposition soit exacte, les droites
S Vi=2a4', a’ ets’ doivent se couper en un méme point V.

Considérons 'hexagone nm a s s’ @’ n circonscrit a la co-
nique. D’apreés le théoréme de Brianchon, en numérotant les
sommets (n m == 1, etc.) les droites 14, 25, 36 doivent se cou-
per en un méme point; comme, par construction, ceci se vé-
rifie en Vi, il faut bien que o' passe par W etil est clair main-
tenant que a est I'’homologue de a'. Enfin, si nous considé-
rons le quadrilatére m n a @’ et la position de la ponctuelle
d'intersection des deux faisceaux perspectifs, nous avons le
théoréme suivant: |

'Elant données six tangentes ' a une conique, on en prend
quatre ? pour former un quadrilatére et par deux sommets
opposés® on tire deux droites* passant par le point d'inter-
section® des deux autres®; si on meéne par les autres som-
mets ? deux droites® qui se coupent sur l'une d’elles?, les
lignes *® qui joignent ces mémes sommets ! aux points ' ol
ces droites '® rencontrent les deux tangentes !¢, se couperont
sur l'autre ®. (Carnoy, loc. cit.)

" lmnadss;?mnaai3A et S1; 4P A ét51;5P.;5set s'; 7S et §7; 8p et p'; 9s1ven
,V; 10 ot 7 - 11betb"1”P’etp’; 13p/ etP;“s’et.&; BP A . . [

L’Enseignement mathém., 8¢ année ; 1906. 24
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Ou bien: Etant données cing tangentes d’une conique, on
en prend quatre pour former un quadrilatére, et on choisit a
volonté deux points sur la cinquieme tangente; on joint le
premier a deux sommets opposés et le second aux deux au-
tres sommets des quadrilataires; deux points d'intersection
des droites ainsi obtenues et combinées deux a deux for-
meront avec chaque groupe des sommets opposes, deux qua-
drilatéres tels que les droites réunissant les points de concours
des cotés opposés de l'un avec les points analogues de Uautre
seront des tangentes a la conique. (CArNOY, loc. cit.)

M. ALLIAUME.

SUR LA GEOMETROGRAPHIE DES COURBES PLANES

1. — La méthode que nous avons donnée! ne s’applique
pas, comme nous l’avons du reste fait remarquer, aux cur-
vigraphes sans glissement.

Nous nous proposons de combler cette lacune par l'em-
ploi de plusieurs symboles cinématiques nouveaux.

Pour exprimer que deux droitestournent autour d'un point
fixe sur chacune d’elles mais mobile par rapport a leur plan,
nous utiliserons le symbole Ki.

Si 'une des droites et par conséquent le point sont fixes
par rapportau plan des deux droites, le symbole deviendra K.

Le symbole de deux droites tournant autour d’'un point
ﬁxe sera, on le voit aisément, égal a 2 Ka.

~Un curv1graphe quelconque aura donc un symbole de la

forme
(di D1 + ki K1 4 42 Ka);

coefficient de simplicité : di + ki + k.

. 1 Application des méthodes géométrographiques au tracé mécanique des courbes planes.
L’Enseignement mathématique, mars 1906, p. 143.

P




	DÉMONSTRATION SYNTHÉTIQUE DE DEUX THÉORÈMES DE CARNOY

