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262 J. ANDRADE

TrEOREME 6. — La longueur L d’un arc de cercle dont
I'angle au centre est «, est déterminé, est une fonction conti-
nue du rayon r de 'arc et 'on peut écrire

(9) L=aR(r), la fonction R est continue.

TuEoriME 7. — Ce théoréme s’applique aussisur la sphére,
en évaluant angulairement les longueurs d’arcs de grand
cercle et I'on a

(6) [l = a}(r), l et r étant évaluées angulairement.

ReMARQUE. — Le rapport d'un arc infiniment petit a sa
corde tend vers l'unité.

II. Rotations finies autour d’axes concourants. Rotations relatives.

THEOREME 8. — Quand un solide éprouve un déplacement
autour d’un point fixe, ce déplacement peut étre obtenu par
une rotation convenable autour d'un axe convenable passant
par ce point fixe.

TueEorREME 9. — Quand un solide fixé par un point O éprouve
une rotation a1 autour d’'un axe U passant par ce point; puis
une rotation a2 autour d’un axe Uz passant par ce point, le
déplacement final du solide peut étre obtenu par une rotation
unique «s autour d’un axe Us passant par ce méme point.

En représentant les axes par leurs images sphériques
orientées, sur une sphére de centre O la combinaison des dé-
placements successifs (1) et (2) est définie comme il suit (toutes
les rotations ne dépassant pas un demi-tour) : Par le premier
pole Pr menons un demi-arc de grand cercle P1.x faisant avec

. —) , . .
le demi-arc de grand cercle PiP2 un angle égal a la rotation

1 . :
— 5 a1; par le second pole Pz menons un demi-arc de grand

. . e =
cercle Pzy faisant avec le demi-arc de grand cercle PzPi
. 1
Pangle + 5 a2

Ces deux demi- arcs de grand cercle se coupent au point

Ps et angle de PsP: avec le prolongement de P1Ps est égal a

1
+ 5 as
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Définition des rotations relatives autour d’un poi.nt fize.
— Soient Ui, Us, Us,..., des droites concourantes envisagees
dans I'ordre précité ; considérons un premier solide S animé
d’une rotation continue o aulour de Ui, puis, par rapport a
ce solide Si, considérons un second solide S2 en mouvement
relatif de rotation continue et décrivant «» par rapport a une
droite de Si1 qui coincidait avec Uz & I'époque ; nous suppo-
sons que les rolations continues et simultanées o1 et a2 de-
meurent dans un rapport conslant donné, on pourra poser par
exemple a1 = o1 (' — ). 02 = w2 (I’ — ¥),
les constantes o1 et w2 seront alors les vilesses angulaires
des deux rotations relatives considérées.

On considérera de méme un troisieme solide se détachant
du solide Se par une rotation continue «s, a vilesse constante
ws autour d’'une droite de Sz quia 'époque ¢ coincidait avec
Uz et ains1 de suite.

Nous définissons ainsi par des emboitements successifs de
solides le mouvement d’un dernier solide S, en mouvement
relatif de rotation continmue par rapport au solide précédent
S,-1, cette rotation s’exécutant autour d’une droite de S,_4, qui
coincidait avec U, a 'époque ¢. Le temps ¢ ne joue ici que le
role d’une variable indépendante.

A légard de ces mouvements on a les théorémes suivants :

TrtoremME 10. — Dans un mouvement de rotation uniforme
chaque point d'un solide posséde une vitesse a 'époque ¢,
c'est-a-dire que sion envisage le déplacement MM’ d'un point
du corps durant le temps d¢ =1 —t, la direction MM’ éma-
née de M tend vers une direction limite lorsque dt tend vers

’

tend vers une valeur

Sro et sme t 1 o
Zero et en meme emps c I'prOlt a1

limite appelée vitesse actuelle.

Tuekoreme 11. — Quand un solide pivote sur un point fixe,
si deux points particuliers du solide ont 'un et I'autre une
vitesse actuelle, tous les autres points du solide ont aussi
une vitesse actuelle; celle-ci est la méme que si le solide
allait & partir de I’époque ¢ continuer a tourner d’une rota-
tion uniforme autour d’'un axe convenable ; ce théoréme est
une conséquence des théorémes 8 et 10.
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Les théorémes précédents rapprochés de la notion des
mouvements relatifs de pivotement et des lemmes de conti-
nuité conduisent a cette conséquence importante.

THEOREME 12. — La combinaison de deux mouvements re-
latifs de rotation sur un méme point pivot est au point de
vue de la distribution des vitesses dans le dernier solide en
mouvement, indépendante de l'ordre dans lequel on a envi-
visagé les droites Uy Uz pour définir le mouvement combiné ;
et la distribution des vitesses est la méme que si le solide
tournait avec une vitesse o3 autour d'un axe dont le pole ps
sur une sphére concentrique au pivot et sur l'arc p1 p2 qui
joint les poles séparés définis a 'époque ¢; de plus en faisant

X=p1ps, Yy=pspz, 3=+ Y, ON aura

(7) (O3] L W2 . (O]
L AN JEVRE AT
CoroLLAIRE. — Si donc on considére les vecteurs ou seg-

ments représentatifs des rotations w1, w2, ws portés sur ces
axes, il existe une opération qui permet de déduire le troisiéme
vecteur au moyen des deux premiers, et le vecteur ws est
dans le plan des deux premiers.

TueorkEMe 13. — Lorsqu’un point M d’un solide éprouve
par une rolation donnée un déplacement infiniment petit du
premier ordre de M en M’, un point m voisin de M par un
écart d’ordre supérieur au premier viendra en m’ et 'écart
- M’'m’ sera infiniment petit d’ordre supérieur au premier.

TutorkME 14. -— La combinaison de n rotations relatives
concourantes définies plus haut est, au point de vue de la
distribution des vitesses al’époque ¢, indépendante del'ordre
qui a présidé a 'emboitement des mouvements successifs.

Cororraire. — Il existe une opération vectorielle définis-
sant le vecteur résultant de plusieurs vecteurs donnés con-
~courants, et celte opération jouit des propriétés suivantes :

1. Lopération est invariante (conséquence du théoréeme 9);

2. L’opération se réduit & I'addition algébrique des seg-
ments si les vecleurs sont portés par une méme droite ;

3. L’opération est commutative (indépendante de l'ordre);
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4. L’opération est associative (plusieurs vecteurs compo-
sants sont remplacables par leur vecteur résultant);

5. L’opération est conlinue;

6. L'ensemble de deux vecteurs n’est équivalent & zéro que
si ces vecteurs, portés par une méme droite, sont égaux el
contraires.

I1I. — CGomposition des vecteurs.

Composition des vecteurs concourants d’un plan.

Nous allons indiquer linterprétation analytique des faits
qui précedent. Soit F un vecteur, d’intensité /; émanant de
O: et défini dans un plan en direction autour de ce point par
I'angle orienté « que sa direction fait avec une droite OX.

I1 résulte des propriétés de 'opération de composition des
vecteurs que ce vecteur peut étre décomposé en deux vec-
teurs X et Y agissant suivant Ox et Oy et que

X=f.gle). Y=Ffhla,

g et i désignant deux fonctions continues de I'angle «
L’invariance donne de suite les propriétés :

g gl—a)=gla), hl—a)=—ha),
0 ) gle +1%) = — ha)
2 hioe 4 1%) = hia) ,

enfin 'associativité et I'invariance combinées, nous donnent
apres une rotation arbitraire du systéme des axes de repére:

glu +v) = glu)gly) — hlw)h(y) ,
w4 vy = h(u)g(v) + h(v)g(u)

Les propriétés (I) et (E) nous donnent de suite I’équation
fonctionnelle |

® )

g glu 4+ v) + glu — v) = 2g(u)gly) ,
(8) e que nous associerons a la condition de continuité

g0)=1.
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