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LES FONCTIONS ANGULAIRES

DANS LA GÉOMÉTRIE DE L'AJUSTAGE

I. — Quelques remarques sur la continuité.

Définition. — Un triangle sphérique dont aucun côté ne
dépasse un quadrant est dit un triangle sphérique réduit.

Lemme 1. Dans un triangle sphérique réduit tout angle
extérieur du triangle est plus grand que chacun des angles
intérieurs qui n'ont pas même sommet que lui.

Lemme 2.— Dans un triangle sphérique réduit la bissectrice
d'un angle intérieur partage le côté opposé en deux segments
dont l'ordre d'inégalité est le même que celui des côtés con-
tigus à ces segments.

Ce lemme^est une conséquence du précédent et de la
considération du triangle symétrique du proposé par rapport au

plan de l'arc de grand cercle bissecteur.
Théorème 1. — Dans tout triangle sphérique réduit, dont

les deux côtés de l'angle droit sont suffisamment inégaux et
suffisamment réduits, le rapport du plus petit y de ces côtés
au plus grand x de ces côtés est un nombre comparable au

/\nombre qui mesure l'angle C, opposé au côté y, lorsqu'on
prend l'angle droit pour unité.

En d'autres termes, on aura à la fois

Démonstration. — Considérons un triangle sphérique
ABC rectangle en A, dont AB est le côté le plus petit, soit C

ldroit x '
m et m' désignant deux

nombres finis.
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Tangle aigu opposé à ce côté ; sur AG portons ADi AB, et

joignons B et Di, par un are de grand cercle ; porlons
D1D2 BDi, et joignons B et D2 par un arc de grand cercle ;

et ainsi de suite ; soit D„ le dernier point obtenu sur AG dans
cette opération avant de franchir le point G.

Nommons in la valeur commune des angles de sommets
B et Di dans le triangle isocèle ADiB ; nommons de même 112

la valeur commune des angles de sommets B et D2 dans le

triangle isocèle B Di D2 ; et ainsi de suite. La considération
de l'excès sphérique dans ces triangles successifs nous donne

Ui Idroit

"» > 2—1 > TT
et par suite

ABD„ ut -|- u2 -f- us + -j- un > 1/1 (l + 2 4

ainsi donc :

(1) (!*•> CBA >2«1f l -V
2'v

Notons en passant cette conséquence :

L'angle aigu d un triangle sphérique rectangle et isocèle
dont les deux cotés de l'angle droit tendent vers zéro a pour
limite la moitié d'un droit.

Soit P le pôle de l'arc de grandeur AG, répétons à la suite

l'angle G autant de fois : q, qu'il est possible, dans l'angle
/\droit ACP; les bases opposées au sommet G et situées sur

AP dans ces triangles successifs vont en croissant ainsi que
les aires de ces triangles ; soit

/\ /\ACQ AGB x q
on a :

Kxyn ^ aire CQA
aire ABC <

<7

c'est-à-dire en prenant l'aire du triangle trireclangle comme
unité :

/\ /\
a un ^ - nr\ \ C ^ arc AC C

aire ABC < aire CQA a V., < 7 —r—ACQ 1 quadrant^ ACQ
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OU

/\
» arc AC C

(2) aire ABC <[ 1 quadrant ^ g
^

droit

0 désignant un nombre positif 1 ;

Fentier q sera supposé > 2.

D'ailleurs nous avons pour tirer parti de (2)

aire ABDn. <C a*re ABC

donc en vertu de (2)

^ ^ Un arc AC
un + ABD,* — ldr <

^ 01 quadrant
7

ou, à fortiori :

1 arc AC ~| / 1 \+ 2ut (i — -) — !* < i

1 arc AC "|
^ 01 quadrant I

El arc AC "I
% — I <

} 0 1 quadrant I

7

.m 1 arc AC "~| 2?/t 2^t
(3) «„ 11; - —A • -, I < idr - 2«, + ^- < 2^

Or nous avons

c'est-à-dire
x <i 2 w+i j

— < 2 —
2" a; '

donc en substituant dans (3) nous aurons celte limitation de un

y
Un 4?/j -

x M
1 arc AC

1 — 0 1 quadrant
7

et à fortiori
/\ L

BCA < y Ut —
j 1 .r ,x

1 — 0 1 quadrant
7
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et si

î < -1,
1 quadrant 3

(4) BCA < 12«, y-
X

Nous allons maintenant limiter le rapport ^ par l'angle C.

Sur AB prenons AD AC — x, et portons sur AB à partir
de A, AB -—y, autant de fois, soit /', que possible dans

AD ; AE (/• 4- 1) y > AD soit C"o l'angle EGA; et soit Co

l'angle DCA ;

ry < X < (r + 1) y

et en vertu d'une remarque précédente:

/\ /\<<(r+l|C
et à fortiori :

/\ /x \Co<(r + Ve '

d'où

/\
•y < £

x + c0

ce qui donne
/\

>

< '•
X ^ C0 — c

Théorème 2. — Extension du théorème précédent aux
triangles plans. Dans la géométrie de la droite fermée, le

plan est une variété de la sphère et la méthode précédente
s'applique alors sans modification. Nous n'avons alors qu'à
envisager le cas de la droite ouverte ; or, en laissant de côté
le cas classique d'Euclide, on sait que dans la géométrie de

la droite ouverte la somme des angles d'un triangle recti-
ligne est moindre que 2 droits d'une quantité qu'on appelle
le déficit du triangle.

Répétons alors la construction indiquée plus haut des

points successifs Di, D2,..., D/z situées sur AC et conservons
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les notations employées, nous aurons ici, en introduisant
x' — BG,

X 2 y ;

et
/\ 1 2r 2r
c < „» < 1**.. ^ < < —

ou
/\

— <-%-
1 droit \ r x

Telle est la limitation de l'angle G par le rapport ^ ; quant

à la limitation du rapport ~ par l'angle G elle ne souffre

aucune modification.
Remarque. — Les théorèmes précédents nous seront surtout

utiles en considérant des triangles rectangles dont le

plus grand côté de l'angle droit sera variable en tendant vers
zéro, c'est-à-dire infiniment petit.

On peut alors comme conséquence directe de ces
théorèmes énoncer ce résultat: si y est infiniment petit d'ordre
supérieur à l'ordre de x, l'angle G est infiniment petit avec x
et réciproquement.

De là encore les conséquences importantes qui suivent,
mais dont la démonstration est facile et intuitive :

Théorème 3. — Dans un cercle donné la corde qui est vue
du centre sous un angle infiniment petit est un infiniment
petit de même ordre et elle fait un angle infiniment petit
avec la perpendiculaire à l'extrémité du rayon.

Théorème 4. — Dans un triangle rectangle (sphérique ou
plan) dont le côté de l'angle droit x est fini et dont l'autre
côté y est infiniment petit, l'excès de l'hypoténuse z sur le
côté x est avec y dans un rapport qui est infiniment petit.

Théorème 5. — Sur le plan (ou sur la sphère) la longueur
d'un arc de cercle peut être définie comme la limite du
périmètre d'une ligne brisée inscrite dont les côtés tendent
simultanément vers zéro. (Remarque ; sur la sphère les éléments
de la ligne brisée sont évaluées angulairement par leurs
angles au centre de la sphère).
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Théorème 6. — La longueur L d'un arc de cercle dont
l'angle au centre est a, est déterminé, est une fonction continue

du rayon /• de l'arc et l'on peut écrire

(5) L aR(r) la fonction R est continue.

Théorème 7. — Ce théorème s'applique aussi sur la sphère,
en évaluant angulairement les longueurs d'arcs de grand
cercle et l'on a

(6) / — atp (7*) l et r étant évaluées angulairement.

Remarque. — Le rapport d'un arc infiniment petit à sa
corde tend vers l'unité.

II. Rotations finies autour d'axes concourants. Rotations relatives.

Théorème 8. — Quand un solide éprouve un déplacement
autour d'un point fixe, ce déplacement peut être obtenu par
une rotation convenable autour d'un axe convenable passant
par ce point fixe.

Théorème 9. — Quand un solide fixé par un point 0 éprouve
une rotation ai autour d'un axe Ui passant par ce point ; puis
une rotation a2 autour d'un axe U2 passant par ce point, le
déplacement final du solide peut être obtenu par une rotation
unique a3 autour d'un axe U3 passant par ce même point.

En représentant les axes par leurs images sphériques
orientées, sur une sphère de centre 0 la combinaison des

déplacements successifs (1) et (2) est définie comme il suit (toutes
les rotations ne dépassant pas un demi-tour) : Par le premier
pôle Pi menons un demi-arc de grand cercle Pi.r faisant avec
le demi-arc de grand cercle P1P2 un angle égal à la rotation

— olî ; par le second pôle P2 menons un demi-arc de grand

cercle P2y faisant avec le demi-arc de grand cercle P2P1

\
l'angle + jas.

Ces deux demi-arcs de grand cercle se coupent au point
Ps et l'angle de P3P2 avec le prolongement de P1P3 est égal à

,1+ 2 Äs'
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