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DES AXES D’UNE HYPERBOLE 221
tandis que les rayons se trouvent par les formules
| A
‘/——“"—————w(i veva) ; cos R = V_ﬁ_ﬂm
Eunfin, si nous prenons. p, =1 et v,=sin A, c'est-a-dire

si nous prenons lintersection des médianes comme point
d’unité, les équalions précédentes deviennent

sinr —

A A A
wzugtg?1 + usuitg ?2 + wruztg -2—3 =0 ;

. g 1 . az : as
x2 x3 sin® 7 -+ a3 21 sin® - + x1a2 sm?—2— = 0

Pour le plan, 'équation du cercle inscrit restera en coor-
données barycentriques

AL - A2 AS
uzus g = + wwtg 5+ wuatg 5 = 0,

tandis que celle du cercle circonscrit devient

ar?xsas + a?asxr + aslxrae =0

M.-Fr. Daniirs (Fribourg, Suisse).

DETERMINATION DES AXES D'UNE HYPERBOLE

DONT DEUX DIAMETRES CONJUGUES SONT DONNES

On connait beaucoup de constructions des axes d’'une
B cllipse, dont deux diametres conjugués sont donnés. L'une
L des plus récentes et des plus fécondes est celle qui est due
t 4 M. Manurim L. Moins nombreuses sont les solutions de la
| méme question pour I'hyperbole. Mais on peut résondre cette
| dernicre question avec la méme facilité que la premiere, si
'on regarde une hyperbole quelconque comme projection

1 Nouv. Annales de Mathématiques, 1904, janvier.
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d'une hyperbole équilatere. J'ai donné quelques relations
entre une hyperbole équilatére et une hyperbole générale
dont 'un des axes est égal a I'axe de la premiére, dans un
article intitulé : « Ueber einige Beziehungen der allgemeinen
Hyperbel zu der gleichseitigen?, et je continuerai ici ces
recherches en vue de la détermination des axes d'une hyper-
bole générale.

1. Soit une hyperbole équilatére /& et @ son demi-axe. Fai-
sons tourner cetle hyperbole % autour de l'axe imaginaire

d'un angle o< % Si nous projetons cette position de I'hy-

perbole Z sur le plan primitif, nous obtiendrons une hyper-
bole 2/, dont le demi-axe imaginaire 0’ sera égal a « et dont
l'axe réel sera 2 @ cos a =2 d', or @' < b'. L'angle asymplo-
tique de I'hyperbole 7/ sera un angle obtus ¢. Deux diame-
tres quelconques conjugués de I'hyperbole 4 se projetteront
en deux diameélres conjugués de la projection 2'. Nous pou-
vons donc considérer deux diametres conjugués d'une hyper-
bole générale 2’ a angle asymptotique ¢ obtus comme pro-
jections de deux diameétres conjugués (égaux) d’une hyper-
bole équilatere /o ayant les axes égaux a I'axe imaginaire de 7',
en observant que I'hyperbole 2’ est, dans le sens indiqué, une
projection de I'hyperbole 4.

Nous employons, dans ce qui suit, une construction parti-
culiéere de I'hyperbole équilatéere 4. Etant donné un cercle A
(fig. 1), dont le rayon est égal a @, menons une tangente ¢
quelconque au cercle %. Soit le point de contact Ax, et le dia-
métre AOA: l'axe réel de I'hyperbole /2 cherchée. J'ai démon-
tré, dans l'article cité, que les courbes 2 et /& sont des cour-
bes correspondantes dans une fomologie harmonique, dont
Aest le centre et ¢t I'axe d’homologie. On trouve un point
quelconque sur £ de la manicre suivante. On choisit un point
quelconque T sur ¢, on joint T au point O et on mene une
perpendiculaire en T sur ¢. La droite TO coupe le cercle A
en un point R”. On portera la longueur TR” sur la perpen-
diculaire en partant du point T, et on obtiendra ainsi un

Y Zeitschrift fiir mathem. u. naturw. Unterr., XXXII., p. 513.
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point B qui appartient a hyperbole Z. En effet,_l’_é_quation
de 'hyperbole 7 est x® — y2 —= a2, or, xz=— AlTs 4+ a»,
x=—0T=R°R. — Ce |
qui précede permet
d’établir la construc-
tion des axes en ques-
tion.

2. Soient OA’ et
OB’ les axes, et OR’, |
OQ’ deux diameétres k//’(:,_‘ ’
conjugués d'une hy-
perbole 4'. Décrivons
du centre O avec le
rayon étant ¢gal a
OB’ un cercle k. Ce-
lui-ci peut étre con-

=

sidéré comme un cer- | Fig. 1.

cle décrit sur les axes

d’une hyperbole équilatére 2’, dont /" est la projection sur
le plan de I’épure, apres une rotation de / autour de y, telle
que I'axe QA1 de £ se projette en OA'.

Nous n’avons qu’a déterminer la longueur de I'axe de celte
hyperbole 2", les diamétres conjugués de 2': OQ" et OQ'
étant donnés. Faisons donc tourner I’hyperbole 2" autour
de y, jusqu’a ce qu’elle vienne dans le plan de I'épure en /,
et déterminons la position des points extrémes R’ et Q' des
diamétres donnés apres la rotation faite. Les arcs qui sont
décrits par ces deux points seront dans la projection deux
droites paralleles a x. Comme les diamétres OR et OQ de-
viendront (apres la rotation) deux diamétres conjugués de
I'hyperbole équilatere 7, ils auront la méme longueur et ils
seront placés symétriquement a I’asymptote s de 'hyper-
bole 4. Le point N, comme point commun a l'axe de rotation
y et & la droite de jonction R'Q’, reste pendant la rotation
immobile. Or, nous menons par N une droite n telle que
Pangle (ny) soit égal a 45°, et cette droite coupe les droites
menées par Q" et R’ parallelement & x en deux points ex-
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trémes R et Q des diamétres conjugués appartenant a ’hyper-
bole 4.

L’asymptote s" de ’hyperbole 4" passe par le milieu M’ de
la longueur R'Q’, or, I'hyperbole 4" ayant un angle asympto-
tique obtus, passe réellement par le point R qui est situé
dans 'angle asymptotique obtus.

Nous avons, d’aprés la construction particuliere donnée
de T'hyperbole / :

OR" 4 R"T' = R,T + TR
ou
OT = R,R,

mais on a aussi OT = RoA1. Alors pour obtenir le point Ax,
on décrira du point Ro avec le ravon étant égal a RoRR un arc
de cercle qui coupe x en A:. La longueur OA1 est un axe de
I’hyperbole /' et cela 'axe étant égal a I'axe de I'hvper-
bole %, c’est-a-dire I'axe OB’ qui est sur 'axe de rotation y.
Nous ajoutons que l'arc RA1 passe aussi par le point N parce
que nous avons l'égalité RoR = RoN. Or, on n’a pas besoin
de déterminer le point R, on peut se servir du point N qu’on
obtiendra aisément.

3. En supposant quelques relations bien connues entre
'hyperbole et ses diame-
tres conjugués, nous don-
nons la construction sui-
vante des axes, privée de
toutes les lignes auxiliai-
res superflues (fig. 2).
Etant donnés deux demi-
diametres conjugués OR’,
OQ" d’'une hyperbole, on
décrira du milieu M’ de la
longueur R’Q" un demi-
cercle £" qui coupe la
droite de jonction R'Q’ en
Fig. 2. deux points P et N. Les
droites OP et ON (ou a et

y) sont les directions des axes de 'hyberbole. L'asymptote OM’
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de cetle hyperbole fera, en général, avec x et y deuxangles iné-
gaux. Le point R’ sera dans 1'un, le point Q" dans l'autre de
ces angles. On choisit de deux points R et Q' celui qui est
dans 'angle plus grand (c’est lamoitié de I'angle asymptotique
obtus), et on mene par lui (R’) une paralléle a I'axe (x) laquelle
est un coté de cette angle méme. La paralléle coupe 'autre
axe (y) en un point Ry. On décrit de ce point comme centre
avec le rayon étant égal a la distance du point R, de l'inter-
| section N des droites y et R’Q" un arc de cercle qui coupe
['autre axe (x) en un point A1. La longueur OAr est la gran-
| deur de I'axe OB’ de ’hyperbole situé sur la direction y.

On obtient la grandeur de I'axe sur la direction x, si l'on
| méne par B” une paralléle a la droite R'Q" et qu’on détermine
le point A’ commun a cette droite et a .x.

|} Lalongueur OB’ sera le demi-axe réel ou imaginaire selon
} que I'hyperbole passe réellement par Q" ou par R’, parce que
| deux hyperboles conjuguéesontles mémeslongueurs des axes.
| Je crois qu’en raison de la simplicité de celte construction
B on pourrait en faire usage dans I’enseignement.

G. Majcex (Agram).

VECTEURS RELATIFS A UNE COURBE

(Application de la Méthode de Grassmann.)

Soient un point P et un vecteur I, tous deux fonction d’un
fparametre A. Lorsque } varie, le segment PI décrit une sur-
face réglée; cherchons la condition pour qu’elle soit déve-
loppable.

On doit avoir, en dérivant par rapport a i
(1) PITV =0

L’Enseignement mathém., 7e année ; 1905. 16
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