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194 B. LEVI
générale, mais qu'il en ressort beaucoup de lumière sur
certains théorèmes connus de la géométrie sphérique.

Les figures seront toujours décrites sur une sphère fixe :

si A et B sont deux points de la sphère, le grand-arc Aß
sera l'arc de grand-cercle compris entre A et B et plus petit
qu'une demi-circonférence. Deux points d'un grand-cercle
seront du même côté d'un point donné sur ce cercle, s'ils
appartiennent à la même demi-circonférence ayant ce point
comme origine.

I. Géométrie

i. Soit BG un arc de grand-cercle, A un de ses pôles.
L'angle ABC est droit — Soit G' le point opposé de G et D

un point de la demi-circonférence GAG' ; l'angle DBG sera
plus grand ou plus petit que ABC selon que DG est plus
grand ou plus petit que AC. Donc dans un rectangle
l'angle opposé à l'undes côtés de l'angle droit est plus grand
ou plus petit qu'un droit en même temps que ce côté est plus
grand, ou plus petit qu'un cadran t.

On déduit que dans un triangle rectangle la somme des

trois angles est supérieure à deux angles droits. Pas de doute,
en effet, si un des côtés de l'angle droit est plus grand qu'un
cadrant : l'angle opposé est plus grand qu'un angle droit, et
la somme de cet angle avec l'angle droit du triangle est déjà
supérieure à deux droits.

Si ABC est un triangle, rectangle en A, dont les côtés AB
AG sont moindres qu'un cadrant, soit D le milieu de BC
et soit Di le pied du grand-arc perpendiculaire de D à BA.
Sur le cercle DDi que l'on porte DD2 DDi. Les deux trian
gles BDDi, CDD2 sont égaux, ayant les angles en D et les
côtés qui les forment égaux : donc Tangle CD2D est droit et
le cercle CD2 passe par les pôles de DDi. Soit P le pôle qui
est, par rapport à Di, du même côté que B : PA sera plus
grand qu'un cadrant et par suite PGA obtus. Mais PCB CBA;
donc CBA + BGA + GAB > 2 angles droits.

Tout triangle ABC a au moins deux angles de même espèce
(obtus ou aigus) : soient A et B. Le demi-grand-cercle passant
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par G et perpendiculaire à AB, est divisé par G en deux arcs

dont Tun (plus grand ou plus petit qu'un cadrant selon que
A et B sont obtus ou aigus) est alors intérieur à A et à B et

par suite au triangle. Il décomposera le triangle en deux triangles

rectangles ; dans chacun la somme des angles est
supérieure à deux droits; il s'ensuit que dans tout triangle sphé-

rique la somme cles trois angles est supérieure a deux angles
droits.

En décomposant un polygone sphérique en triangles on
étend la proposition aux polygones, de la manière connue.

2. En appliquant la proposition au triangle polaire d'un

triangle donné on déduit que la somme des trois côtés d'un

triangle sphérique est inférieure à quatre angles droits. Si

alors ABC est un triangle sphérique, et A' est le point
opposé de A, de la relation

A'B -f- A'C + BC < 4 angles droits,

on tire que
BC < AB + AC,

c'est-à-dire que dans un triangle un côté est plus petit que la
somme cles deux autres. Les théorèmes sur les relations entre
les côtés et les angles opposés, sur les arcs perpendiculaires
et obliques d'un point à un grand-cercle, etc., se démontrent
alors suivant les méthodes ordinaires. Nous rappelons, en

particulier, l'observation suivante que nous devons appliquer:

Soient AB, AG deux arcs, égaux ou moindres qu'un
cadrant, et formant entr'eux un angle aigu. Soit P le pôle de
AB du côté de AG, et supposons que PB passe par G, soit
PGiBi un grand-arc, qui rencontre AB et AC en Bi et Ci
respectivement. On a PBi —: PB 1 cadrant, PCi > PC ; donc
BiCi < BG; c'est-à-dire : clanstriangle rectangle dont les
côtés sont moindres qu'un cadrant et dont un angle aigu est
invariable, les trois côtés croissent et décroissent ensemble.

3. Nous appelons aire d'un polygone l'arc d'un
fuseau dont l'angle soit égal à la différence entre la somme
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des angles du polygone et autant de fois deux angles droits
qu ila de côtés,moins deux 1.

Si l'on divise un côté d'un polygone en deux par un point,
et on considère ce point comme sommet d'un angle égal à

deux droits, l'aire du polygone reste inaltérée. Si deux
polygones s'adaptent l'un à l autre le long d'une ligne brisée
formée de k côtés, k-1 sommets intérieurs et 2 sommets
extrêmes (si sur l'un des polygones un de ces sommets est un
point d'un côté, on le considérera comme sommet d'un angle
du polygone égal à deux droits), leur ensemble est un
nouveau polygone qui a autant de côtés que la somme des nombres

des côtés des deux polygones donnés diminuée de 2 k,
et dans lequel la somme des angles est égale à la somme des

angles de ces polygones diminuée de 2 (k—l)x 2 droits. Il s'ensuit

que l'aire du polygone total est la somme des aires des
deux polygones. De là, si un polygone est décomposé d'une
manière quelconque en polygones son aire est égale
à lasomme des aires de ces polygones.

4. Considérons sur la sphère un cercle de centre 0 ; soit
ABC... un polygone régulier inscrit (fig. 1) et MN... le polygone

circonscrit qui touche la circonférence en A, B, C,...
Soient Ai, Bi,.., les points où les demi-grand-cercles partant
de O et contenant A, B,... rencontrent le grand-cercle de

centre O. Les arcs AB, BC,... sont plus petits, respectivement,

que AiBi, BiCi,... (d'après le n° 2). Le périmètre du

polygone ABC... est donc plus petit que la circonférence
d'un grand cercle. Si alors on développe ce polygone le long
d'un grand cercle et on transporte avec ses côtés les triangles
ABM, BCN,... compris entre le polygone inscrit et le polygone

circonscrit, on voit que la somme de ces triangles est
toute intérieure à deux fuseaux ayant l'angle égal à MAB. La
somme des aires de ces triangles est donc inférieure à la

somme des aires de ces fuseaux, c'est-à-dire à quatre fois
l'arc équatorial de l'un d'eux.

1 Nous évitons ainsi la question de l'équivalence entre le polygone et le fuseau au point de

vue delà composition par réunion de parties égales. Cette question a d'ailleurs déjà été résolue
fort élégamment par l'affirmative par M. Gis hard. V. Thèse : géométrie
p. 105, et Niîïwenglowski et Gérard : (Géométriedansl'espace, p. 239.
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Que l'on observe maintenant que MAB + BAC) 1 angle

droit, tandis que, dans le triangle rectangle AOMi, BAO -h

AO M 1 angle droit; il résulte MiVB AOM. Si donc on

fait augmenter suffisamment le nombre des côtés du polygone

ABC..., on peut rendre l'angle MAB plus petit que tout
angle assigné et par suite la somme des aires des triangles
ABM, BON,... plus petite que toute aire assignée.

Fig. 1.

Il s'ensuit que les aires des polygones réguliers inscrits
dans le cercle croissant avec le nombre des côtés, et les
aires des polygones circonscrits décroissant en même temps,
tendent vers une limite commune : nous l'appellerons Vaire
cle lacalotte limitée par le cercle. La différence entre la
circonférence de grand cercle et cette limite sera l'aire de la
zone comprise entre le cercle donné et le grand-cercle de
même pôle. Elle est la limite commune à la somme des aires



198 B. LEVI
des quadrilatères tels que ABB1A1 et à la somme des aires
des pentagones tels que AMBB1A1.

5. Formons la figure polaire cîe celle du numéro précédent.
Nous obtenons un cercle de centre 0, ayant pour rayon le

complément du rayon du cercle donné, et un système de

polygones réguliers inscrits et circonscrits à celui-ci. Le
périmètre de chacun de ces polygones est la différence entre une
circonférence de grand-cercle et Faire du polygone polaire.
Les conclusions du numéro précédent montrent alors que
les périmètres des polygones réguliers inscrits et circonscrits
ci un cercle tendent versune limite commune lorsque le nombre

de leurs côtés croit indéfiniment. Il est naturel d'appeler
cette limite la longueur de Ici circonférence du cercle considéré

: elle est égale à la différence entre la circonférence de

grand-cercle et Faire de la calotte limitée par le cercle polaire ;

donc (d'après le n° 4) Icilongueur d'une circonférence est

égale ci l'aire de la zone comprise entre le cercle polaire et le

grand-cercle ayant même centreF
II. Trigonométrie sphérique et goniométrie.

6. Si g est un arc de grand-cercle appelle sin p

longueur de lacirconférence 2 de rayon p.
Le sinus d'un arc est une fonction croissante et continue de

cet cire. Rappelons en effet vn° 5; que sin représente aussi
Faire d'une zone qui a pour base un grand-cercle et pour
hauteur p ; on déduit immédiatement qu'il est une fonction
croissante de p. Soit T la base mineure de la zone ; considérons
le polygone régulier ABC... inscrit dans T (fig. i), le cercle

ri inscrit dans ce polygone et le polygone MiNi... inscrit
dans Ti, dont les sommets sont les points de contact de

»

1 A comparer avec le théorème connu, de la proportionality entre les zones et leur
hauteur.

2 On doit remarquer qu'il n'a été dit nulle part quel était le rayon de la sphère: on a dit
seulement qu'on opérait sur une sphère fixe. Quand on reste dans l'hypothèse euclidienne,

que l'on prenne la longueur de ce rayon égale à — .et l'on aura l'accord complet entre notre

définition du sinus et l'ordinaire.
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