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a celles des nombres, Sommes et produits de segments. Sommes d'arves el
d'angles. .

Chapitre IN. — Proportions et similitudes. Deux triangles sont dits
semblables quand leurs angles sont respectivement congruents, Il ent fallu
dire la un mot de Vexistence de tels triangles; ¢’est une lacune bien facile
a combler, La similitude conduit naturellement au théoréme de Thalés et
aux proportionmalités qui en découlent.

Chapitre X. — Equivalence dans le plan. La mesure des aives planes peut
¢tre obtenue sans le secours de 'axiome d’Archiméde parce que deux poly-
gones équivalents peuvent étre considérés comme sommes algébriques de
triangles élémentaires en méme nombre et deux a deux congruents , quoique
de dispositions différentes, Par définition 'aire d’une triangle égale le demi
produit de la base par la hauteur; deux polygones équivalents ont méme
aire et réciproquement, Théoreme de Pythagore et carrés construits sur les
cotés d'un triangle. Le chapitre se termine par une note historique courle,
mais intéressante sur le nombre .

Chapitre XI. — Géométrie du plan, différant peu de notre cinquicine livre
usuel.

Le chapitre XII est consacré aux polyedres ct volumes. M. Halsted com-
mence & bon droit pas le théoréme d’Euler ; il appelle par deéfinition volume
du tétracdre le tiers du produit de la base par la hauteur, et prouve que
le volume d’un tétracdre égale la somme des volumes des tétracdres en
lesquels on le partage d’une facon  quceleconque, Liautear examine
quatre méthodes de division particulicres, la division la plus générale peut
¢tre obtenue au moyen de ces dernicres, et il en e¢st de méme pour un
polyedre,

Les chapitres XIIL et XIV nous donnent I'étude de la sphére, du eylindre
et du cone, avee le mesure de leurs surfaces et volumes, Pour le volume
de la sphere, 'on fait usage de axiome de Cavalieri: St deux solides com-
pris entre deux plans paralléles sont coupés par un plan quelconque paral-
lele aux dewx premiers suivants des aires égales, ils ont méme volume.

Chapitre XV.Sphérique pure ou Géométrie i deux dimensions surla spheére:
Ce Chapitre ne pouvait manquer de trouver ici sa place. M, Halsted y preé-
cise d’abord ce que deviennent a la surface de la sphére les axiomes d’asso-
ciation, d’ordre et de congruence, il en déduit simplement et naturellement
les propriétés élémentaires, trop négligées dans Penseignement, des tri-
angles sphériques,

Trois notes terminent Pouvrage, et sont relatives ; P'une a un théoveme de
l'ordre, la deuxiéme au compas, et la troisieme a la solution des problémes,

Ainsi qu’on le voit par cetie analyse, le livre de M. Halsted constitue ane
innovation et une tentative de vulgarisation des plus intéressantes. Pour lui
donner plus de poids auprés des étudiants a qui il est destiné, I’'éminent pro-
fesseur de Kenyon College y a ajouté 700 exercices formant un choix excel-
lent et varié. Nous souhaitons a cet ouvrage de notre distingué ami tout le

succes qu’il mérite. P. Barsarin (Bordeanx).
R. Marcoroxco. — Teoria matematica dell’ equilibrio dei corpi elastici.
nos 348-349 des Manuali Hepli. — 1 vol. in 160, prix L. 3.—; Heepli,

Milan, 190%.

Ce n’est que depuis peun d’années que la théorie de Iéquilibre des corps
¢lastiques a commencé & se rendre pratiquement utile ; dans le passé, &
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cause des méthodes mémes qui la gouvernaient, elle était & peu pres réduite
A une spéculation théorique, a une succession de tentatives qui avaient pour
but la recherche des valeurs de résistance de certains corps. Et cela devait
certainement se prolonger jusqu’au moment dans lequel la mécanique ana-
Ivtique n'aurait trouvé une base rationnelle, quittant toute discussion oisive
sur I'Ecole et le Cartésianisme, sur les théories atomistiques et celles péri-
patéticiennes. Beaucoup de savants se consacrérent & I'étude des doctrines
physiques de l'élasticité pour les acheminer sur une voie qui pouvait les
amener au progrés : mais nous devons arriver jusqua Poisson pour aper-
cevoir une tendance capable de donner des résultats utiles. La définition
des pressions comme résultantes des actions moléculaires exercées sur une
partie des points matériels qui composent un systeme par les autres points
matériels du méme systeme donnée par ce savant & propos de la tension des
membranes élastiques (Mémoire sur les surfaces élastiques, 1814) fut celle
qui contribua surtout aux progres de la théorie. Cette définition, développe-
ment d'une pensée de Laplace, permit a Navier d’énoncer pour la premicre
fois les conditions de I'équilibre élastique des corps (dcadémie des Sciences
de Paris, 1821) et & Cauchy d'étendre aux corps non isotropes les resultats
obtenus par Navier, bien que, au sujet des pressions, ce savant ne laisse de
manifester sa tendance a retenir équivalentes les idées de Poisson avee
celles plus anciennes de Lagrange. Jusqu'a nos jours cette conviction fut
maintenue par beaucoup de savants: Saint-Venant ne cessa jamais de la de-
fendre et M. Boussinesq, son disciple fidele, ne considerce en mécanique que
les résultantes des actions moléculaires et non les forces de liaison (Lecons
synthétiques de Mécanique générale, Paris, 1889). De nos jours cette théorie
a fait des progres tres grands, sacheminant rapidement au perfectionnement
des méthodes quon applique a 1I'étude de la résistance des corps : clle
forme pour ce motif un cours des plus utiles pour les ingénieurs.

Mais telle qu'on la trouve dans les recherches Clussiqu'es de Saint-Venant
sur la flexion et la torsion des prismes, de Boussinesq et de Hertz sur la
dureté des corps, ou dans celles plus récentes de Cerruti, Levi-Civita,
Somigliana, Morera. ete., elle ne peut pas former un cours ordonué et utile :
le besoin d'un traité résumant en méme temps les recherches classiques et
les travaux modernes se faisait vivement sentir; il était surtout désirable
que ce traité se rende particuliérement utile aux imgénieurs dont les connais-
sunces mathématiques ne sont pas trés étendues. La tache bien difficile fut
entreprise par M. Marcolongo, le savant professeur de 'Université de Mex-
sine, et le résultat fut ce livre d'une valeur scientifique et didactique tris
remarquable.

Celui qui jette ses regards sur les titres des chapitres peut tout de suite
volr que lauteur a tenu peu de compte du développement historique du
sujet, et J'estime qu’en raison méme du but de ce manuel il a bien fait de
préférer Pordre logique a l'ordre historique.

Les corps élastiques (raités dans ce volume sont ceux i trois dimensions -
¢t comme lauteur désire que le lecteur puisse recouvrer le plus grand
profit de Ja lecture du livre, il a consacré (rois chapitres, lestrois premiers.
@ des théories mathématiques qui, quoique de la plus grande lmportance en
physique, ne sont pas assez développées dans les cours universitaires : ce
sont les théories des fonections harmoniques et polyharmoniques. Les lem-
mes de Gauss et de Green sont développés seulement dans ce qui peut inté-
resser le reste du volume, ¢est-i-dire seulement jusqua la détermination



164 BIBLIOGRAPHILE

de la fouction de Green dans des cas simples et a la solution de la question
des valeurs sur le contour pour le cercle, pour la sphéve, pour un demi-
plan et pour un demi-espace indéfini. La transformation de 'équation
Az2p = o, fait 'objet d’unc étude tres approfondie. Puis l'auteur passe rapi-
dement en revue quelques-uns des principaux résultats obtenus par des
géometres et physiciens modernes, signalant particulicrement la question
proposée et résolue par M. Painlevé! (déterminer trois fonctions ri, y1. =1, de
.y, = el une fonction # de u, x. y, 3, avee la condition que substituant a1,

etec. aux x, v, ete. dans w. qui vérific A2 = 0, la fonction I7 vérifié aussi

s . : . T N (4

I'équation A2 = o qui a conduit lord Kelvin a la propri¢té F = —. n
"1

étant la distance d’un point de Porigine, et & la généralisation suggérée par
M. Volterra d'un intéressant théoreme de M. Levi-Civita, si « ¢st une fone-
tion des n variables a1, ..., a, harmonique du degré m, et si I'on fait uneinver-
sion définie par les équations x’; == x; : %, la fonction «' = w : r2m—n scra
elle-méme harmonique du degré m par rapport aux x° (Atte R. I[st. Veneto,
1897-98).

Le deuxitme chapitre est consacré & la théovie de la fonction potentielle
de Green?, et que Gauss?® appelle tout simplement potentiel. Cette théorie,
d'importance capitale dans toute la physique mathématique et qui doit son
origine & Laplace, comme Legendre Uaflirme dans le ¢ X des Mémoires des
savants étrangers, csl singulicrement négligée par le plus grand nombre des
traités d Analyse et dans les cours universitaires. Ilen résulte que beaucoup
d'ingénicurs ne connaissent rien d une telle fonction, pas plus que des fone-
tions harmoniques, ce qui les empéche de tirer parti des théories modernes
de la Physique. Des formules fondamentales, I'auteur passe rapidement et
directement aux relations les plus remarquables, parmi lesquelles je veux
rappeler celle donunée par M. Morera qui conduit directement & la célebre
formule de Poisson,

A» Vi = Ae V(» = — i ko,

et au théoréme classique de Dirichlet. Cela permet & antcur damencr le
tecteur par unc voie plus simple que celle qui est suivie ordinairement.
I'étude de la fonction potenticlle d’un ellipsoide homogéne par rapport & un
point intéricur ou extéricur, obtenu par E. Beltrami (Mémoires de UAca-
démie de Bologne, 1. 1880) ct qui a donné licu & de remarquables mémoires
de MM. Pizetti et Morera (Rend. Ac. d. Lincer, 189%). La fonction poten-
tielle d'une couche simple et d'une couche double donne aussi licu a lau-
teur de signaler les belles recherches de Poincaré et Liapounoff et des Ita-
liens Lauricella et Morera.

Mais de méme que Pauteur a justement estimé néeessaire de parler avant
tout de la fonction potenticlle, il était logique qu’il diat de méme s’arvéter
sur un autre point, également indispensable au développement de la théovie
des corps élastiques, et c¢’est pour cela qu’il a voulu consacrer le troisicme

.

1 Travaux et Memoires de la Faculte des Sciences de Lille, 1. 1889.

2 An Essay on the application of mathematical Analysis to the theories of Electricity and
Magnetism. — Nottingham, 1820. — Réimprimé dans le Journal de Crelle, t. XLIV et
XLVIL

3 Allgemeine Lehrsitse in Beziehung awf dic im verkehrten Verhdiltnisse des Quadrats der
Entfernung wirkenden Ansiehungs- wund Abstossungskrdafte. Resultate auns den Beobach-
tungen des magnetischen Vercins im Jahre, 1879.
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chapitre a la mécanique des corps continus. Ce chapitre, avec le deuxicme,
sont les plus remarquables du livre pour le soin tout particulier avee lequel.
I'auteur expose dans Vensemble et dans les détails les plus remarquables,
des théories qui ordinairement demandent bien plus de connalssances ma-
thématiques. .

En parcourant ces (rois premiers chapitres, le lecteur constatera combien
Pauteur a su présenter d’'une manicre a la fois claire et simple des ques-
tions qui ne se prétent guere a une exposition élémentaire. Ces {rois cha-
pitres sufliraient pour assurer le succes scientifique du traité.

Mais nous voici enfin au sujet du livee, a la théorie mathématique de
I'équilibre élastique des corps isotropes (ch. IV) et anysotropes (ch. V) dont
le principe fondamental, « wt tensio sic vis », complétement expérimental,
fut donné par Hooke cn 1660 et que Wertheim, Morin, Edlung, ete.. assu-
jettirent & de nombreuses expériences. J. O.Thomson, qui dans ces derniers
temps s'en occupa aussi, suggéra d’introduire des (ermes du troisieme
degré dans les composantes de déformation. M. Marcolongo déduit les
¢quations de I'équilibre des corps isotropes suivant les mémoires classiques
de Navier, Lamé, Poisson, Cauchy, c’est-a-dire en fonction des deux
constantes X ct p (constantes de Lamé). Toul récemment M. le professeur
Cerruti a substitué deux nouvelles constantes Q ¢t w définies par les
relations

)
0 —= )‘__{_ - w?! — £
” y
qui ont un sens physigque trés important. — Quant aux corps anysotropes,

la diétermination des équations de leur équilibre peut se faire par un pro-
cedé du o Cauchy et qui est une extension de celui de Navier, ne présuppo-
<ant ni Vanalyse des pressions, ni celle des déformations; mais 'auteur
préfere une méthode plus en relation avee I'expérience et commune a plu-
sieurs théories physiques. D’apres cette méthode les lois de 1'élasticité sont
déduites suivant un procédé indiqué par Green, c’est-a-dire de 1'idée de po-
tentiel d’élasticit¢é et des principes de la thermodynamique. Ce chapitre
contient un résumé de la théorie moléculaire du professeur Voigt qui sup-
pose la matiere formée d'un ensemble de corps trés petits, c¢'est-a-dire dis-
continue. M. Marcolongo place a la fin du chapitre le théoréme de réeipro-
cité de M. Betti (Zhéorie de Uélasticité, chap. IV) dans la forme que lui a
donnée M. Levy: « si un corps élastique est assujetti a deux systémes de
forces, le travail accompli par les forces du premier, lorsque les déplace-
ments sonl ceux qui appartiennent au deuxieéme, est égal au travail accompli
par les forees du deuxicme lorsque les déplacements sont ceux qui appar-
tiennent au premier ». Ce théoréme est I'un des plus importants dans la
théorie de I'¢lasticité pour ses nombreuses applications et amcéne a une
méthode remarquable pour intégrer les équations de Iéquilibre des corps
isotropes et qui prend le nom de ce savant.

Dans ses lignes générales est aussi considéré le probleme de I'équilibre
¢lastique quand les déplacementsoules pressions superficielles sontdonnées::
pour I'étude compléte de la question, dans ce cas et dans beaucoup d’autres
on peut voir la theése de doctorat de M. le professeur Lauricella. M.Cerruti
a aussi obtenu un théoréme, mentionné a la page 236G, et qui apporte de
notables simplifications dans plusicurs cas particuliers, Ce théoréme, tout
a fait nouvean, qui fait dépendre tout probleme d’équilibre, de la détermi-
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nation de trois fonctions harmoniques, peut s’énoncer en disant que « les
composantes de déplacement d'un corps élastique isotrope peuvent toujours
sexprimer a l'aide de trois fonctions harmoniques seulement ». — Le lee-
teur trouvera encore dans ce méme chapitre un résumé treés bien fait de
certaines recherches modernes sur les équations de U'élasticité, dues a MM.
Lauricella, E. et F. Goursat, J. Fredholm, Somigliana, Gebbia et & M.
Marcolongo lui-méme.

Nous voila maintenant au probléme trés intéressant de Boussinesq et
Cerruti (page 245) : déterminer la déformation d’un solide isotrope indéfini
lorsqu’on donne sur le plan limite, 1¢ les déplacements: 20 les forces; 3°
les déplacements normaux et les forces tangentielles, ou réciproquement. —
Ce probléme avait été résolu par MM. Lamé¢ et Clapeyron au moyen des
séries; dans ces dernicres années MM. Boussinesq et Cerruti ont pré-
senté des nouvelles solutions par des tormules plus simples et plus élé-
gantes. L'autcur de cc traité indique encore deux autres méthodes de solu-
tion, dont l'une est de M. Somigliana qui en fit 'application a des questions
nouvelles. Toutefois celles-ci pouvaient aussi se résoudre par des intégra-
tions, comme l'a montré M. Marcolongo (Rend. Ac. Lincei, 1902).

Au chapitre VIII est traitée une autre question qui depuis Lamé a attiré
I'attention des physiciens; celle de la déformation d'une sphere isotrope. La
premiere solution avait conduit Lamé a mettre en vue plusieurs propriétés
des séries doubles qui trouverent ensuite de remarquables applications
dans certains problémes d’astronomie. Lord Kelvin, et peu aprés M. Chree
ont considéré la question plus générale de la sphére assujettie a 'action de
forces dérivables d'un potentiel qui satisfait a I'équation de Laplace, expri-
mant les composantes orthogonales du déplacement par des <éries simples.
LLa solution par des intégrales définies fut donnée pour la premicre fois en
1873 par M. Borchardt et apreés pav MM. Somigliana et Cerruti, qui indi-
quérent des méthodes particuliéres d’importantes applications. M. Marco-
longo a lui aussi, indiqué d’élégantes solutions des problémes composés,
lorsque, sur la surface limite on donnce une partie des déplacements et une
des forces, ou les déplacements et les forces normales, et réciproquement.
[La méthode de résolution, simple ¢l directe, que Nauteur expose dans ce
traité, est celle que M. Almansi a indigué dans son mémoire « Sur la défor-
mation de la sphére élastiqgue » (Mém. Ac. de Turin, XLVII, 1897); mais il
signale aussi en peu de mots la solution donnée par M. Lauricella et celle
plus récente donnée par M. Tedone. — Les nombreuses indications biblio-
graphiques données dans ce chapitre comme aussi dans les autres, sont un
gllide tres utile a ceux qui désirent recourir aux sources des théories ou
approfondir davantage les questions trailées.

Un autre probléeme d'élasticite d'une grande timportance par ses applica-
tions pratiques, mais qui présente de remarquables difficultés, est celui de
la déformation d'une picce cylindrique. Le cas général avee 'hypotheése que
le cylindre est sollicité par des forces distribuces arbitrairement sur les
deux bases. n'a pas encore ¢té résolu. Lattention des savants s’est limitée
a la considération de certains cas particuliers, dont 'un porte le nom de
prol)léme de Saint-Venant. La solution indiquée par M. Marcolongo dans
son traité est modelée sur celle donnée par Clebsch (Theorie der Elasticitdl
fester Kaorper, 1862), mais simplifi¢e ¢t adaptée & ceux qui ont en vue les
applications pratiques. La question de la déformation des plaques cylin-
driques, que l'auteur appelle le probléme complémentaire de celui de Saint-
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Tenant el qui avait été proposé et résolu par Clebsch, forme l'objel du
dixitme chapitre. Enfin le dernier chapitre est entiérement consacré aux
problemes de M. le professeur Voigt. Ces problémes sont une généralisation
de celui de Saint-Venant ; ils permettent d’assigner des méthodes générales
i la détermination des constantes élastiques des cristaux et ont des appli-
cations trés importantes dans I'étude des phénomenes prézoélectriques d'un
cylindre cristallin,

Dans ce compte rendu, je me suis efforcé & mettre en évidence l'impor-
tance des questions abordées par M. Marcolongo et l'excellente coordination
didactique avec laquelle clles ont été étndiées. Je suis certain que son ou-
vrage sera accueilli avee beaucoup de faveur par les mathématiciens et les
ingénieurs.

- Cr. Avasia (Tempio. Sard.)

J. Trovrske. — Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer
Darstellung. Erster Band, 8o, VIII-332 p., 1902 ; Mk. 8.—. Zsweiter Band,
VIII-496 p., 1903 ; Mk. 12.—; Veit & Co., Leipzig.

Le Tome Premier de cet Ouvrage comprend deux parties: le Calcul ct
I'dlgébre; le Tome IT en comprend douze : Géométrie. Logarithmes, Trigo-
nométrie plane, Sphérique et Trigonométrie sphérique, Séries, Intéréts com-
posés, Analyse combinatoire et calcul des probabilités, F'ractions continues.
Stéréométrie, Géométrie analytique. Sections coniques. Maxima et Minima.
Sur ces quatorze parties les six premiéres embrassent 612 pages, tandis que
les huit derniéres noccupent que 160 pages. Comme on le voit, ces diff¢-
rentes parties n'ont pas été traitées de la méme maniére, tout au moins au
poiut "de vue quantitatif. Nous reconnaissons qu'il est juste que la plus
grande place soit accordée au Calcul, a 1I'Algébre (étude des équations), a la
Planimétrie (c’est ainsi que devrait étre intitulée la 3me partie, et non pas
« Géométrie ») et a la Trigonométrie, mais nous n’en estimons pas moins
que la plupart des autres parties sont trop restreintes par rapport aux pre-
mic¢res. Quant & Pordre adopté par l'auteur, il soulévera également des
critiques de la part de bien des lecteurs. On comprend que les Logarithnies
précedent fa Trigonométrie; mais on ne s’explique pas pourquoi les Séries.
les Intéréts composés, I Analyse combinatoire et les Fractions out été inter-
calés entre la Trigenomeétrie sphérique et la Stéréométrie.

Quant & la facon dont sont traitées ces différentes parties, notamment les
siX premieéres, nous ne pouvons exprimer que des éloges; pour tous ceux
qui voudront glisser quelques notes historiques, ci et la, dans leur ensei-
gnement, cet Ouvrage constitue une mine trés précieuse ; ils s’orienteront
tres facilement dans les différents chapitres. L’auteur a d’ailleurs eu soin
d’ajouter une table alphabétique et une analytique ; toutefois celle-ci pour-
rait étre encore plus riche; on y omet, entre autres, I'indication des dé-
mons(rations a induction compléte.

Le mode d’exposition adopté par l'auteur devait inévitablement donner
licu a des répétitions ; mais, il ett été possible d’en diminuer le nombre et,
par ce fait, I'étendue du volume. Ainsi, on retrouve dans la section C (le dé-
veloppement de la notion de nombre) de la deuxiéme Partie les chapitres
« ie nombre un», «le nombre zéro », « le nombre fractionnaire », qui figu-
rent déja dans la premiere Partie, section A (les noms de nombres, les chif-
fres) et dans la section D (les fractions). 11 edt done suffi de faire entrer les
nombres négatifs, irrationnels et complexes dans la section C de la deuxiéme
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