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RESTES DE QUELQUES SÉRIES USUELLES

1. Pour certains esprits superficiels la Mathématique se

réduit à un ensemble de règles fixes et de formules. Cette

opinion, évidemment fausse, s'explique parla manière
défectueuse dont la Mathématique est enseignée dans beaucoup
d'écoles secondaires et même dans quelques écoles
supérieures. Dans les établissements secondaires cet enseignement

se réduit souvent à l'assimilation d'un certain nombre
de règles déterminées et de formules. Mais ces règles 11e

sont vraiment indispensables qu'à ceux qui raisonnent mal.
Les esprits qui savent raisonner sont obligés souvent, pour
arriver au but de la manière la plus simple et la plus directe,
à aller contre les prescriptions des règles enseignées. Il serait
impossible en effet de donner des règles fixes applicables à

tous les cas, on ne saurait donner que des règles fondamentales.

Mais ces règles fondamentales sont éminemment
flexibles et peuvent subir des transformations infinies. Un
esprit qui possède bien les principes de la science essaie dans
chaque cas particulier de trouver la voie la plus naturelle et
la plus directe et de créer ainsi des règles spéciales.

Prenons d'abord un exemple très élémentaire. Soit l'équation

du 2me degré

(1) ax— b)2 — n(c —

En appliquant le procédé classique qu'on trouve exposé dans
les traités d'Algèbre élémentaire, on obtient

ab — cdin J f ab — cdmX—
a2 — d2m y\ «2 — d2m a2 —
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Cette expression est exacte, cela va sans dire, mais elle est
trop compliquée et la voie qu'on a suivie est évidemment
trop longue.

Pour arriver au but il suffit d'extraire la racine carrée des
deux membres de l'équation (i), ce qui donne

a.r — b— + (c — V171 *

d'où
// Hb c j/m

x
a A- d [/m

Voici maintenant un exemple plus important.
Dans tous les cours de Calcul différentiel on donne des

règles générales permettant de trouver l'expression du reste
des séries de Taylor et de Maclaurin. Mais les expressions
ainsi obtenues sont souvent très compliquées et peu propres
à l'évaluation de l'erreur et à la recherche des conditions de
la convergence.

Je me propose de montrer ici que les restes des séries les

plus usuelles peuvent être obtenus sous une forme plus simple.

Le procédé dont je me servirai est basé sur le théorème
de Rolle: deux racines d'une fonction comprennent toujours
une racine de la dérivée.On suppose que la fonction et sa

dérivée sont continues dans l'intervalle considéré.
2. Fonction exponentielle.
Posons

i ji—i n
„X _„ * I I <ix

[2) e — l -f- x -f- —r + -f- 7-77 t +1.2 1 1 1.2 i/i — J)
1

1.2 1)

Il s'agit de déterminer qdetelle manière que l'égalité (2

soit satisfaite pour la valeur donnée de
Nous regarderons x comme une constante. Soit au

contraire z une quantité variable. Considérons la fonction
suivante :

%

F (z) e"- j 1 + « + ^ + ••• + !.2 + 1.2 ..'(ra — 11
| _ '

F (z)s'annulle pour 2 0, mais elle s'annulle aussi pour
z — x, en vertu de (2). Donc Fr admet une racine com-
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prise entre 0 et.r, qu'on peut représenter par 3vr, 3- étant
un nombre positif < 1. Or

F'M — ~ (1±~11
M ~ 1.2.3 — 1)

Comme F '(z)s'annullepour z — on a

qn — (fS.x' — 1 — 0

d'où

7 n

et par conséquent

r X? V-1

ni

S' zz: 1 -I- x-4-4- -{- -|-^ 1.2 1 .2 {ii — 1) 1.2 (// — 1) (n — Sx)

3.Formule clu binôme.
Un procédé semblable appliqué à la fonction (1 + x)

donne

(l + x)'" —1 + mx+ X'2 + + —» + 2)

1.2 1.2 — 1

m m— 1) (m — /z -f- 1) oc11

1.2.3 (n — 1) [m -{- — m) .S\r]

4. log(l -|- 'L)•
Posons

X^ X^ T ^

log(l + x) x - L + ± - ± ± q: '1±-
2 o n — 1

et considérons la fonction

Fl-) — log(l -|- z)—z+- ip - + —2 1

On a

K'i-) — — *l_
1

(y H- — i

Or F(z) s'annulle pour z 0, z x; donc F' (s) s'annulle
mur z Sx,d'où

7 + 4~7'r — 1 — 0
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Par (conséquent

log (1 -j- — X
x2 ,r3

T + 3

—1
X

n--1
X

n — l n(1 -f- Sx i

o. arc tangue.
l'ii procédé analogue appliqué à la fonction arc tang.r donne

arc tang x — x

6. sin x.
Posons

sin.r x -

xs xb

3 5
'

X
.2n - X

2/1 + 1

2n — 1 ^ (2n-+ 1) (1 -f- Sx2)

^.3

1.2.3 + ••• ± x2« — 1
CJX

2// +1

1.2 (2— 1) ^1. 2 (2n — 1)

Considérons la fonction suivante

F ~j
1

sm

s8 s2,1-1 _ qz*n "F1 /

* ~~ 1.2.3 + —1.2 (2/i — l"1"! .2 (2/1 — 1"
> ~~ '

Cette fonction sannulle pour z— 0, z Par
conséquent la dérivée F' (2) admet une racine comprise entre 0

et x.Cette racine annulle aussi la fonction

(z) — sin 5 F' (z)

Mais <t }(z)sannulle aussi pour z =0. Il en résulte que
d>'(z) admet une racine comprise entre 0 et x, qu'on peut
représenter par x V 3* •

Or

$'(s)
z*'1 Cinz

1.2... (2ra—1) i 2"<2" + 11 '' + ''3* ~ 1
S

Donc
2 n\2n -j- 1) q-f- 1 0

et par conséquent

XK
sm,r m x 1.2.377 + X

2n — 1

1.2 (2/i — 1)

,r2// +1

1.2 (2/ï — 1) [2« (2 -j— 1 5.r-]
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7. Fonction hypergéométrique.
La fonction hypergéométrique vérifie, comme on sait,

I é q u a t i o 11 c i i ffé re n t i e 11 e.

JC (1 _ x) <p" (,r) + { 7 — (a -f ß + ljx] — (x) 0

On est conduit au développement suivant :

1 \ «i • i aß [a -f- 1) (ß-f-1).
2 r*,*) 1 + jtL * + +

aß (a -f 1) iß+ 1) (a + — 2} iß + — 2) ^n — 1

1.2 (71 — 7 (7 -p 1 j (7 + n —'2)

I
aß ; « -{- '1 ß-j-1 (« -f- 7 — '1 n 1

12 (72 — 1) 7 (7 + 1) (7 + 2) ''
n

Pour trouver la valeur deq,considérons la fonction

F M — _L S
1 4- _i_ ctß(«-fl)(ft-f-l)... (a-j-yz — 2)i'f3 + /z —-2)

~ <p(z)( I.7 1.2 (n —1)7(7 + 1) (7 + /1 — 2)

1 aß(a Ft) (ß-f-1) (q -f- 72— 1) (|3 -f- — 1) I ^^ 1.2 (/i —1)7 (7 1) (7 -f- 71— 2) ^
Cette fonction admet les racines z — 0, z x »

Formons maintenant la fonction suivante :

<!.(;) 4(1 - ->« + ß "t"1 — V«,(3)2 F- (3)

Cette fonction admet une racine comprise entre 0 et x ;

d'autre part elle s'annulle pour z 0. Par conséquent la
dérivée <pr (z) admet une racine comprise entre 0 et x. Or

m i\ aß(a-f- 1)ß-j-1) (a -j- 71—1i S -f- /z — 1)
^

«x -f- — -yW- 1.2 (n —1)7(7 + 1
• • • iy n — 2 ~ 11 z>

X j (!n (7 + 11— t j — q(a + ß + n) z — 1 J

Comme $' (z)s'annullepour z Sx, on a

71 (7 -f 11 — 1) — (a + + £,r

Nous indiquerons encore les fonctions suivantes qu'on
pourrait traiter d'une manière analogue :
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1 + .r
> JCarc sin xcos .r log log —|— 1 —f— ex X e'

(x-f |/1+"jr2)'M ± [x+ {/T+'â?)-»1 etc...

W. Ermakoff (KieL

(Traduction de M. Ü. Mirimanoff, Genève).

Note de la Rédaction. —Nous apprenons que M. Tchaplyguine,
professeur à l'Université de Moscou, ayant remarqué que les fonctions

considérées dans l'article précédent sont des intégrales
d'équations différentielles linéaires du 1er et du 2me ordre, essaya
de généraliser les procédés dont s'est servi l'auteur de ce travail.
À la suite d'une correspondance qui s'engagea alors entre M.
Tchaplyguine et M. Ermakoff, il fut reconnu qu'il était possible
de donner un procédé général permettant de calculer approximativement

les intégrales d'équations différentielles quelconques.
Ces intégrales peuvent être exprimées au moyen de formules
simples qui dans l'intervalle donné représentent ces intégrales
avec une approximation donnée. Les recherches de M. Tchaplyguine

paraîtront prochainement dans un périodique mathématique.

SUR LES DÉMONSTRATIONS

DE DEUX FORMULES POUR LE CALCUL DES NOMBRES

DE BERNOULLI

I. — Nous allons nous occuper, en premier lieu, de la
formule bien connue

B2„ —, (- !)"
2/1

2/i-l
— 1

.y i -f 1

i— 1

•2/i— 1

— i{i—ir -fi A'V(—2,2"-'
\2

1) )'*-']•
oil R2« i représente les nombres de Bernoulli.
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