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366 J. RICHARD

fermée se réduit a zéro !. Le passage aux théoremes de Cau-
cHY, relatifs aux intégrales de fonctions monogénes, se fait
maintenant de la maniére usuelle.

Remarquons enfin que les considérations du n° I s'éten-
dent sans difficulté aux intégrales multiples, aussi bien que
celles du n°II, aux intégrales des différentielles exactes, a un
nombre quelconque de variables indépendantes.

Kolozsvar, 18 décembre 1904.
L. SCHLESINGER.

SUR UNE MANIERE

D’EXPOSER LA GEOMETRIE PROJECTIVE

1. On sait que von StaupT exposa, indépendamment de
toute notion de distance, les principes de la Géométrie pro-
jective.

Son exposition est fondée sur les propriétés du quadrila-
tere complet. Je vais ici exposer la (Géométrie projective
d’une facon différente et que je crois plus simple. Je ne me
servirai pas du quadrilatere complet.

J'admettrai les axiomes ordinaires concernant le point, la
ligne droite, le plan.

On regardera deux droites situées dans un méme plan
comme se coupant toujours. Sile point d'intersection n’existe
pas en réalité, on dira que les droites se coupent en un point
fictif, ou idéal. Il sera toujours possible de projeter les
droites sur un autre plan (en projection conique) de facon
que leurs projections se coupent. Trois droites d'un plan se
couperont en un méme point idéal, si leurs projections se
coupent en un méme point réel.

1 . f. HEFFTER, {. c., 1903, p. 123.
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GEOMETRIE PROJECTIVE 367

Trois plans qui n'ont pas une droite commune se couperont
toujours en un point réel ou idéal.

[’exposé que je vais faire repose sur le théoreme des
triangles homologiques. 8¢ les trois droites AA" BB" CC' sont
concourantes, les points « 3y ou se rencontrent AB A'B"; AC,
A'Cr; BG, B'C' sont en ligne droite et réciproquement.

Ce théoréme, intuitif lorsque les deux triangles ABC, A’B'(Y
sont dans deux plans différents, se démontre pour le cas de
la figure plane, en considérant cette figure comme la projec-
tion d’une figure de I'espace. M. HiLBErT, dans son mémoire
sur les principes de la Géométrie, montre que si on laisse de
coté la notion de distance, on ne peut démontrer le théoreme
dont nous parlons qu'en se servant de la Géométrie a trois
dimensions.

J’emploierai dans ce qui suit les mots « parallele » ou «equi-
pollent» dans un sens nouveau, que je vais définir.

Je choisis un certain plan que je nomme «plan de I'infini. »
Deux droites seront « paralleles » si elles se coupent dans le
plan de Uinfini. 11 résulte de la que deur paralléles a une
trotsieme sont paralléles entre elles.

Dans ce qui suit je me borne a la Géométrie plane. Dans le
plan jaurai une droite de Uinfini, et deux droites paralleles se
rencontrant sur la droite de I'infini.

Un quadrilatere dont les cotés opposés sont « paralléles »
se nommera un « parallélogramme. »

Je dirai que deux vecteurs AB et CD sont « équipollents »
st AB et CD sont paralléles, ainsi que AC et BD. Il résulte de
celte définition que si AB et CD sont équipollents, AC et BD
sont aussi équipollents.

Dewx vecteurs équipollents a un 3° sont équipollents entre
ewr. Soient en effet AB et CD deux vecteurs équipollents &
EF, alors AB, CD, EF, concourent sur la droite de I'infini:
donc les triangles ACE, BDF sont homologiques, et comme
AB et EF d'une part, CD et EF d’autre part se coupent sur la
droite de l'infini, on en conclut que AC et BD se coupent
aussi sur cette droite.

AB et CD d'une part, AC et BD d’autre part sont donc pa-
ralleles, ce qui démontre la proposition.



368 . J.RICHARD

Si deux vecteurs sont situés sur une méme droite, la
définition de 'équipollence tombe en défaut. Nous dirons
que deux vecteurs situés sur une méme droite sont équipol-
lents entre eux, s’ils sont équipollents a un méme troisiéme.

L’addition géométrique de deux vecteurs se définit, comme
dans la théorie ordinaire des équipollences, mais il faut ici
démontrer la proposition suivante : si ¢ et @’ d'une part, b et
b" d’autre part sont équipollents, « + b et @’ 4+ 0" sont équi-
pollents.

C'est-a-dire : si AB et A'B’ sont équipollents, ainsi que BC
et B'C/ il en est de méme de AC et A'C. |

Ou encore : S¢ deux triangles ont deux couples de cotés
équipollents, les troisiemes couples sont équipollents.

En effet, par hypothése AB et A'B’ d'une part, AC et A'CY
d’autre part, sont équipollents. Donc d’apres ce qui précede,
il en est de méme de AA’ et de BB" d’une part, de AA’ et de
CC’ d’autre part ; d’ou il suit que BB’ et CC’ sont équipollents
entre eux, et par suite BC et B'C’ le sont aussi.

La proposition est donc démontrée.

Les propriétés de 'addition géométrique : @ + b est équi-
pollent a b4 a, a 4+ (b 4+ ¢) est équipollent a (« + b) 4+ ¢
s'apercoivent facilement.

Le cas ou les segments a additionner sont équipollents
entre eux doit étre traité a part; c’est sur ce cas particulier
que repose tout ce qui suit.

Soient deux vecteurs AB et CD paralleles a une méme
droite A . Prenons sur /A un point M, et construisons MN
équipollent a AB, et NP équipollent a CD, alors MP sera
équipollent a la somme des deux segments.

On peut démontrer que 'addition est commutative dans ce
cas particulier de la facon suivante. (Le lecteur est prié de
faire la figure). Ayant elfectué la construction précédente
prenons MK équipollent a CD. Il s’agit de faire voir que KP
est équipollent a_AB, ou que BP et AK sont équipollents.
Ceci résulte d’un théoréme énoncé ci-dessus : Les deux
triangles AMK, BNP ayant deux couples de cotés équipollents
ont leurs troisiemes cotés équipollents.

Considérons une droite OX. Prenons un segment AB pa-
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rallele & OX, que nous nommerons le segment unté. Nous
pourrons construire sur OX un segment équipollent a n fois
AB, en ajoulant n fois & lui-méme le segment AB. On aura
ainsi le point d’abeisse n; en remplacant AB par BA on cons-
truirait le point d’abcisse — n. ,

Si deux triangles, ABC, A'B'C’ ont leurs cétés paralléles
deux & deux, et si AB est équipollent a A'B', les autres cotés
sont aussi éguipollents deux a deux. En effet dans nos deux
triangles les points de concours des cotés correspondants sont
en ligne droite (sur la droite de I'infini). Donc les triangles
sont homologiques, et les droites AA’, BB’, CC’ concourent
au méme point. Ce point est sur la droite de l'infini, puisque
AB est équipollent & A’B". Donc ACC’A” BCC'B’ sont des pa-
rallélogrammes, et la proposition est démontrée.

Si deux couples de droites parvalleles interceplent sur une
premiére droite A des vecteurs AB, CD équipollents, ils in-
terceptent sur une seconde droite A’ des vecteurs a« 3, y 0
équipollents.

Pour le démontrer on ménera par « ety des paralleles a A,
la premiére coupant B3 en I, la seconde coupant Dd en K;
on remarquera alors que d’apres le théoréme précédent les
deux triangles « H 3, y K¢ ont leurs cotés équipollents.

Le théoréme sur les lignes proportionnelles, tel qu'on
I'énonce et le démontre au début du troisieme livre de géo-
métrie, peut maintenant étre énoncé et démontré en attri-
buant un sens nouveau au mot rapport de deux iignes. Consi-
dérons deux vecteurs paralléles AB et GD, si AB est équi-
pollent a la somme de p segments «, et CD ala somme de ¢

. )
segments « on dira que le rapport des deux vecteurs est 1(7

Dans ces conditions, et a 'aide de ce qui précede on dé-
montrera, de la méme facon qu’au début du troisieme livre
de Géomeétrie, dans tous les ouvrages élémentaires usités en
France, le théoréme suivant:

Sur deux droites )\ et /" des paralleles interceptent des
segments proportionnels.

On pourra alors, comme on le fait en Géométrie élémen-
taire, mais avec le changement convenable dans le sens des

L’Enseignement mathém., 7¢ année ; 1905.

L)
[V
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mots, résoudre le probleme suivant : Partager un vecteur AB
en n vecteurs équipollents. Nous avons vu ci-dessus, com-
ment on pouvait prendre sur une droite OX un vecteur ayant
pour abcisse un nombre positif ou négatif mais entier. A l'aide
des propositions précédentes on pourra prendre sur OX un
vecteur ayant pour abcisse un nombre positif ou négatif, en-
tier ou fractionnaire.

2. — Peut-étre le lecteur trouvera-t-il I'exposé précédent
trop long pour un apercu, trop court pour un exposé complet.
Je n’ai pas voulu exposer les choses tout au long, comme il
serait nécessaire de le faire par exemple a des éleves dans
une classe, je n’ai pas voulu non plus étre trop sommaire, de
peur d’étre obscur.

A l'aide de ce qui précede on donne a un point M des coor-
données de la facon suivante. On a deux axes de coordonnées
OX et OY; des paralleles aux axes menées par M, (le mot pa-
rallele étant toujours pris dans le sens spécial que nous lui
donnons) coupent I'une OX en A 'autre OY en B. Les ab-
cisses de A et de B calculées comme il est expliqué ci-dessus,
sont les coordonnées de M.

Pour avoir I'équation d’une droite joignant les points P et
Q, considérons un point M sur cette droile, le rapport des
segments PM et PQ) est égalacelui de leurs projections sur OX
faites parallelement a OY d'apres le théoréme sur les vec-
teurs proportionnels. C’est donc:

X — X,

X, — .1‘0

1

xo, 21, x étant les abcisses respectives de P, Q et M c’est de

meme :

Y —Xo.

1 — 2o
on a donc l’équation de la ligne droite

X=Xy ) D,

Xy — X, Y1 Yo

c’est une équation du premier degré.
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De la on peut déduire toute la Géoméirie analytique pro-
jective.

3. — Cette maniére d’exposer la Géométrie présente les
caracteres suivants :

1° On ne se sert pas de l'infini, au sens ordinaire du mot.
Les points a l'infini sont les points d’une droite arbitraire,
s'il s’agit de Géométrie plane, d’'un plan arbitraire, s’il s’agit
de Géométrie dans I'espace.

2° Comme conséquence le mot « équipollent » n’a pas le
méme sens que dans la Géométrie ordinaire, mais toutes les
propriétés des équipollences subsistent, avec le nouveau sens
attribué aux mots.

3° Si on nomme translation une transformation changeant
les droites en droites, et changeant en lui-méme tout point de
la droite de I'infini, telle que deux vecteurs transformés I'un
de l'autre soient équipollents; ce qui précede peut étre nommé
Géométrie de la translation. Dans cette Géométrie on ne
compare jamais deux vecteurs qui ne sont pas paralleles.
Cette proposition AB = CD n’a de sens que si AB et CD sont
paralleles.

4° St on redonnait an mot « droite de I'infini » son sens or-
dinaire, cela reviendrait a admettre le postulatum d’Euclide.

En somme nous avons défini «l'infini» de facon que le pos-
tulatum d’Euclide sott vrat.

4. — Dans cette facon d’envisager la Géométrie le postula-
tum est donc vrai par définition ; non pas par la définition de
la ligne droite ou de la distance, mais par la définition de
I'infini.

Or on sait que si 'on admet le postulatum d’Euclide, il n’y
t aplus qu'une Géométrie métrique possible, lIa Géométrie eu-
":': clidienne. Il est donc possible, sans axiome nouveau, de cons-
tituer la Géométrie euclidienne. Il suffira de définir la rota-
¥ lion. Il suffira méme de définir la rotation autour de I'origine,
‘.. car une rotation quelconque résulte d’une rotation autour de
. l'origine et d’une translation. Clest ce que nous allons es-
t sayer de faire dans ce qui suit, en montrant que la définition
donnée est la seule possible.
| Les rotations du plan autour de l'origine doivent &tre des




372 J. RICHARD

transformations changeant les droites en droites, changeant
l'origine en elle-méme. et n'altérant pas la droite de 'infini.
Ces rotations doivent former un groupe. De plus, aucune
droite réelle passant par l'origine ne doit rester immobile
dans la rotation. et une rotation finie ramenant OX sur lui-
méme doit ramener sur eux-mémes tous les points de OX.

Les transformations n'altérant pas l'origine ni la droite de
'infini. et changeant les droites en droites sont évidemment
de la forme
= av 4 by

Vo= pr 4+ qr

« b p g seront des fonctions du parametre ¢ qui pour ¢ =20
donneront la transformation identique. et par conséquent se
réduiront respectivementa 1 0 0 1. Soient A B P () les valeurs
respectives des dérivées de « b p ¢ pour t = 0. La transfor-
mation infiniment petite sera

! r 4+ Axr -+ Bw dt
A y = Pa -+ Qyi dt

On voit facilement quune droite passant par 'origine
ur - ey = 0
demeurera inaltérée par la transformation si :

Au 4+ Py Bu 4 Qv

! Vv

7 etant la valeur commune de ces rapports, devra étre racine
de ['équation :
A—3Q—3—PB=0.

Comme aucune droite réelle ne doit rester immobile dans
la rotation. cette équation doit avoir ses racines imaginaires.
Sllpp<)30115 quil en soit ainsi. Il v aura alors deux droites
1mamna1rps restant immobiles dans cette rotation infiniment
petite et par suile dans toute rotation qui résulte de la répé-
tition de celle-c1 .

Soilent
X+—=1Y =20 X—iY =0
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les équations de ces deux droites, X et Y étant des polynomes
linéaires et homogénes du premier degré, réels.

Alors une rotation transforme X2+ Y2 dans le méme poly-
nome multiplié par un facteur A%, nécessairement positil, qui
sera une fonction du parametre ¢; si l'on écrit

X2 4 Y2 =2 (X? 4 Y2

on en déduira facilement :
X 4 iY = 2e'? (X + 0Y)

X' — Y =)™ % (X —iY)

o ¢lant comme 2 une fonction de ¢. En donnant a ¢ la valeur
2 7 on reproduit la transformation identique ; chaque droite
revient sur elle-méme, mais d’apres les conditions imposées
a la translormation tout point doit revenir sur sa position
primitive, donc A* doit étre égal a wun. Si on veut que pour
t =0, ¢ = 0 il faut prendre A = 1 on a alors les formules or-
dinaires de la rotation.

Ce qui précede montre comment on peut conslituer une
sorte de Géométrie ou le postulatum d’Euclide est vrai, par
définition.

5.— Dans 'enseignement de la Géomélrie projective, qu’on
emploie ou non 'analyse, on devra, pour rester suffisamment
¢lémentaire, procéder d’une facon différente.

Au lieu de définir le mot « parallele » comme nous 'avons
fait, on admettrale postulatum d’Euclide. Deux vecteurs équi-
pollents seront par définition les cotés d’un parallélogramme.
On refera ce que nous avons fait, mais en donnant aux mots
leur sens ordinaire. Tout ce que nous avons dit subsistera,
saul cette proposition : Deux paralléles a un troisieme sont
. paralleles entre elles. Ceci devra se démontrer, comme on le
; fait d’habitude dans les géométries ou 'on commence par
- les droites et plans paralléles.
~ On pourra aussi admettre d’emblée, pour abréger, cette
. proposition : « Des droites ou des plans paralleles décou-
. pant sur une premiére droite des vecteurs équipollents entre
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eux, déterminent sur une seconde droite des vecteurs équi-
pollents entre eux. »

Si 'on nomme translation une transformation changeant
un vecteur en un vecteur équipollent, la Géométrie ainsi ex-
posée est la Géométrie de la translation .

Lorsqu’'on ne se sert pas de l'analyse il convient de dé-
montrer d’abord le théoréme des transversales, de la facon
suivante :

Soit pour fixer les idées un quadrilatere ABCD, coupé par
une transversale en « 3 y d. On projettera tous les points sur
une droite A, parallelement a la transversale. ABCD se pro-
jettent en @ b ¢ d, et tous les points de la transversale se pro-
jettent en un méme point m. On aura par exemple

A am

«B T mb

d’apres le théoréeme des vecteurs proportionnels.

En multipliant membre a membre les quatre égalités ana-
logues a celles-ci on démontrera le théoreme. (Il faut obser-
vers que les égalités ont lieu en signe).

Le théoreme sur le rapport anharmonique se déduit de la.
Un faisceau de sommet S élant coupé par deux sécantes
en ABCD et @ b ¢ d, on démontrera 1'égalité des deux rap-
ports anharmoniques en appliquant le théoréme des trans-
versales au quadrilatere A B @ b, coupé par les deux sécantes
SCe SDd.

6. — On expose ainsi la Géométrie projective d’'une facon
simple, sans se servir du début si lourd et si pénible de la
Géométrie ordinaire. Euclide dit un jour, parait-il, qu’il n’y
avait pas de chemin royal en Géométrie. On a dit depuis
que la Géométrie projective était ce chemin royal. Ce que
nous venons de dire permet d’atteindre ce chemin royal sans
s’écorcher les pieds aux broussailles de la Géométrie mé-
trique élémentaire. J. Ricuarp (Dijon).

1 On pourrait exposer cette théorie en définissant la translation a la manic¢re de M. MERAY.
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