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GÉOMÉTRIE DES GROUPES 271

définitifs consacrés par SophnsLie1 à cette question dans sa

Théorie des Groupes de Transformation. Il ne paraît donc

pas sans intérêt d'édifier une théorie de la Métrique en adoptant

le même point de vue que les analystes, mais en proscrivant

tout appel à l'Analyse mathématique, c'est-à-dire en

remplaçant le raisonnement numérique par le raisonnement

géométrique. C'est l'objet que nous nous sommes proposé dans

les pages suivantes.
Nous émettrons aussi, à titre de conclusions, quelques

considérations concernant l'aspect sous lequel se présente
dorénavant la Géométrie.

Nous montrerons enfin, dans un second article, que les

théorèmes qui auront été ainsi établis comprennent un
ensemble de propositions déjà reconnues susceptibles de

constituer une base logique suffisante pour l'édification de la

Métrique.
La lecture de ce Mémoire n'exige aucune connaissance

mathématique.

I. TRANSFORMATIONS PONCTUELLES

Une transformation ponctuelle d'une figure est une opération

par laquelle tout point de la figure est transformé en un
autre point de l'espace.

Lorsqu'une telle transformation est définie pour tout point
de l'espace indépendamment des figures auxquelles il peut
appartenir, elle est appelée transformation ponctuelle de

l'espace ou simplement transformation 2.

On ne considérera que des transformations ponctuelles
telles que les transformés des points d'une ligne quelconque
constituent également une ligne et que les transformés de
deux points infiniment voisins soient aussi infiniment
voisins.

Soit deux transformations ponctuelles S et S' définies pour
tous les points de l'espace. A tout point quelconque M la

1 SoiMius Lie, Theorie der Transformationsgruppen, 3er Abschnitt, p. 393 à 5«3 ; Teub-
ner, Leipzig.

2 Une transformation ponctuelle est en somme une fonction ponctuelle de point.
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transformation S fait correspondre un point M', et l'application
de S' à ce dernier point donnera un troisième point M".

On a ainsi déterminé, par l'application successive des deux
transformations S et S', une nouvelle transformation faisant
correspondre à un point quelconque M un point M". On
posera :

M" S7 (M') S' [S (M)] S7 S (M)

et la transformation S'S sera appelée le produit de S et S'.
Soit trois transformations S,S',S". La transformation S'S

fait correspondre à un point quelconque M un point M" ; en
appliquant à ce dernier la transformation S", on obtient un
nouveau point M'", de sorte que la transformation S "(S'S) fait
correspondre au point M le point M'". La transformation S "S'
fait évidemment correspondre au point M' le point M"', et par
suite, en appliquant cette transformation S"S' à la suite de S,

on voit que la transformation (S"S')S fait correspondre au

point M le point M'", on a donc :

S" (S7 S) (S" S') s

c'est-à-dire que le produit S"S'S a une signification précise
sans qu'il soit besoin d'employer de parenthèse.

Si une transformation S fait correspondre à un point
quelconque M un point M' de telle sorte que, lorsque le point M

parcourt l'espace, il en soit de même de M', on voit qu'à tout
point M' de l'espace correspond ainsi un point M ; la
transformation ainsi définie est dite l'inverse de la première et est
désignée par S-1, c'est-à-dire que l'on pose :

S-1 S (M) SS-Ï(M) M

Soit une transformation ponctuelle :

M7 S (M)

Par l'applicatiön d une autre transformation T à tous les

points de l'espace, on aura :

P T (M) P7 T (M7)

et la transformation S est changée elle-même en la transformation

qui fait correspondre le point P' au point P.
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Cette dernière transformation a pour expression :

TST-1.

ainsi qu'on le voit.facilement en éliminant M et M' des
relations précédentes, ou encore en observant que P est le transformé

par T de T-1 P dont le transformé par S est ST~~\P

lequel devient enfin TST-1(P
Si l'on a :

TST-1 S

la transformation T laisse invariante la transformation S. et
bon dit que S admet T.

La relation précédente peut s'écrire :

TS ST

On voit sous cette forme qu'elle est réciproque et qu'elle
est équivalente à la commutativité des deux transformations.

Lorsqu'une transformation fait correspondre à un point
déterminé ou bien à tout point d'une ligne ou d'une surface le
même point ou bien un point appartenant également à cette
ligne ou à cette surface, on dit qu'elle laisse ce point ou bien
rette ligne ou cette surface invariantes ou encore que ceux-ci
admettent la transformation.

Un point,une ligne,ou une surface admettent deux
transformations, admettent aussi leur

En effet, si S et S' désignent les deux transformations et M
le point invariant ou bien un point quelconque de la ligne ou
de la surface invariantes, S M coïncide avec le point invariant

ou bien appartient à la ligne ou à la surface, et il en est
par suite de même du point S'^S M )] ou S'S (M) : la transformation

S'S possède donc bien la propriété énoncée.
La proposition précédente peut évidemment être énoncée

sous la forme suivante :

Une figure quiadmet deux transformations admet aussi
leur produit.

On peut encore énoncer la proposition suivante :

Siune figure F esttransformée en une figure F' par chacune

des transformations S et S', la figure F admet les

L'Enseignement mathém.. Ie année 19u5. 19
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formations S' !S d S et lafigure F', les transformations
SS'"1 et S'S-1.

On a en effet :

S'-1S(F S'"1 (F') F S-1 S' (F S-1(F') F ;

SS'_1(F') S (F F' S' S_1(F') S' |F) F'

Un ensemble de transformations ponctuelles est dit continu
lorsque Si et S2 désignant deux transformations de cet
ensemble, Mi et M2 les transformés par ces transformations
d'un point quelconque Mo, il est toujours possible de réunir
les points Mi et M2 par une ligne telle qu'il existe, dans
l'ensemble considéré, une transformation faisant correspondre
au point Mi un point quelconque de cette ligne.

Définition 1. — Un ensemble de transformations qui
comprend le produit de deux quelconques d'entre elles s'appelle
un groupe de transformations.

Nous nous proposons d'établir quelques propriétés des

Groupes continus comprenant les inverses de toutes leurs
transformations. Nous nous dispenserons le plus souvent de

répéter ce qualificatif, qui sera toujours sons-entendu.
Définition 2. — Une figure F sera dite congruerite à une

figure F' par rapport à un groupe lorsque celui-ci contient
une transformation S telle que l'on ait :

F' — S (F)

La congruence par rapport à un groupe contenant les
inverses de ses transformations constitue évidemment une
relation réciproque. On pourra donc parler de la congruence de

cleux figures.
Un groupe comprenant les inverses de toutes ses transformations

comprend la transformation identique, car celle-ci
peut toujours s'écrire SS-1, quelle que soit S.

Il résulte de là que, par rapport aux groupes que nous
considérons, une figure est toujours congruenie à elle-même.

Théorème 1. — Les transformées par un groupe d'une
figure déterminée (qui peut,en consister en un
seul point) constituent le même ensembte que les transformées
de rune quelconque de ces transformées.



GÉOMÉTRIE DES GROUPES MÉTRIQUES 275

En effet, si Fo désigne une figure et F l une quelconque de

ses transformées, le groupe comprend une transformation S

telle que Ton a :

F S(F0),

et l'on aura, par l'application d'une transformation
quelconque S' du groupe,

S' (F) — S'S{F0)

La transformation S'S appartenant au groupe, cette relation
exprime que toute transformée S'(F) de F est aussi une
transformée de Fo et par suite fait partie de l'ensemble de ces
transformés; la réciproque est également vraie, car Fo est

une transformée cle F, puisque S-1 appartient au groupe.
Corollaire.—Deux figures à une troisième

• ont congruentes entre elles.
Car, si F et F' sont parmi les transformées de Fo, F' doit,

n vertu du théorème 1, se trouver parmi les transformées
e F, c'est-à-dire lui être congruente.
Théorème 2. — Si S est le symbole de toutes les transformations

d'un groupe laissant invariante une figure F et T
désigne une transformation déterminée du groupe transformant

F en F7, Vexpression générale des transformations T' du
roupe par lesquelles F est transformée en F' est TS, et

Vexpression générale des transformations S' du groupe admises
par F' est TST"1.

En effet, T et T' étant deux transformations transformant
en F', on a vu que F admet T-1T', c'est-à-dire que cette

l ansformation figure parmi les transformations dont le symbole

est S; autrement dit, il existe une transformation S telle
eue l'on a :

T-^r s
<ai

T — TS

En second lieu, si S' est le symbole des transformations laissant

F' invariante, il résulte de la partie déjà démontrée du
théorème que l'expression générale des transformations
transformant F' en F est :
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D'où :

g, _ TT/-x _ XS-1T-1 f

ou enfin, comme les symboles S et S-1 correspondent au
même ensemble de transformations,

S' r= TSÏ'1

Théorème 3. — Lestransformations d'un groupe laissent

invariante une figure déterminée forment elles-mêmes

groupe.
On a vu qu'une figure qui admet deux transformations S

et S 'admet également leur produit SS' ; d'autre part, tout
groupe qui comprend S et S' comprend aussi SS' ; ce produit
SS' appartient donc à l'ensemble des transformations défini
dans l'énoncé, c'est-à-dire que cet ensemble constitue un
groupe, Q. e. d.

II. GROUPES MÉTRIQUES

Sophus Lie a résolu le problème suivant :

Déterminer tous les ensembles de transformation ponctuelles
jouissant des propriétés suivantes :

M I. — L'ensembleconstitue un groupe continu comprenant
les inverses de toutes ses transformations.

M II. — Sil'on fixe un point le des
transformés d'un autre point quelconque est une surface contenant
le second point et ne contenant pas le premier.

M III. — Il existe un volume N tel si l'on fixe un point
quelconque à l'intérieur de ce tout point de l'espace
peut atteindre par un trajet continu tout point situé sur la
surface correspondante.

(Nous avons cru devoir adopter — à bon droit, croyons-
nous, — pour l'axiome M III, un énoncé un peu différent de

celui de Sophus Lie, lequel est ainsi libellé : si l'on fixe un
point, il existe, autour de ce p,un volume tel que tout
point pris à l'intérieur de ce volume peut atteindre, etc.)

L'illustre géomètre a démontré que ces propriétés suffisent
à définir exactement les groupes qui servent à édifier les
diverses [métriques. Il doit donc être possible d'établir une
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