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270- G. COUBEBIAC

tion et la vente de travaux et de dissertations scientifiques
ainsi que de bons manuels.

La société a une séance tous les quinze jours, avec des
conférences sur des sujets scientifiques et pédagogiques.
Elle possede une bibliotheque et est abonnée a beaucoup de
journaux périodiques. Depuis quelque temps elle a son propre
organe : « Cnucanue na opusuko-mazemamureckomo dpys-
cecmbo bo Cocpus » qui se trouve également a l'exposition.
Ce journal s’occupe avant tout de la méthodologie des scien-
ces mathématiques en Bulgarie.

« Knizovno Druzcetvo », une sorte d’ « Académie des
Sciences » de la Bulgarie n’a gueére contribué au progres des
mathématiques.

Les pul)licntions mathématiques ne sont pas encore nom-
breuses si l'on fait abstraction des manuels. Ce sont les res-
sources et les éditeurs qui font défaut pour la publication
d'ouvrages importants ou de cours. On trouverait certaine-
ment des auteurs. Espérons qu’a cet égard aussi les progres
seront rapides et que nous pourrons en donner la preuve a
un des prochains congres.

A. V. Sourek (Sofia.)

THEORIE GEOMETRIQUE DES GROUPES METRIQUES

La Géomélrie tradilionnelle a pour objet I'étude de '« éga-
lité » des figures : elle ne peut conslituer qu'un chapitre de
la Géométrie, si celle-ci doit constituer la science de 'espace
(ou plus simplement et tout aussi completement : la science
des figures). 1l convient donc d'attribuer a la Géométrie tra-
ditionnelle un nom spécial, la Métrique par exemple.

La place que doit occuper la Métrique dans la Géomélrie
résulte nettement des travaux analytiques sur les Fondements
de la Géomélrie, qui ont pour aboutissement les Chapitres
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définilifs consacrés par Sophus Lie' a cette question dans sa
Théorie des Groupes de Transformation. Il ne parait donc
pas sans intérét d’édifier une théorie de la Métrique en adop-
tant le méme point de vue que les analystes, mais en proscri-
vant tout appel a I'Analyse mathématique, c'esl-a-dire en
remplacant le raisonnement numérique par le raisonnement
géométrique. C'est 'objet que nous nous sommes propose dans
les pages suivantes.

Nous émettrons aussi, a titre de conclusions, quelques
considérations concernant l'aspect sous lequel se présente
dorénavant la Géométrie.

Nous montrerons enfin, dans un second article, que les
théorémes qui auront été ainsi établis comprennent un en-
semble de propositions déja reconnues susceplibles de cons-
tituer une base logique suffisante pour I'é¢dification de la
Métrique.

La lecture de ce Mémoire n’exige aucune connaissance
mathémalique.

I. — TRANSFORMATIONS PONCTUELLES

Une transformation ponctuelle d’une figure est une opéra-
tion par laquelle tout point de la figure est transformé en un
aulre point de 'espace.

Lorsqu’une telle transformation est définie pour tout point
de I'espace indépendamment des figures auxquelles il peut
appartenir, elle est appelée transformation ponctuelle de
lespace ou simplement transformation ponctuelle?®.

On ne considérera que des transformations poncluelles
telles que les transformés des points d'une ligne quelconque
constituent également une ligne et que les transformés de
deux points infiniment voisins soient aussi infiniment voi-
sins.

Soit deux transformalions ponctuelies S et ' définies pour
lous les points de l'espace. A tout point quelconque M la

! Soenus Law, Theorie der Transformationsgruppen, 3¢r Abschnitt, p. 393 a 543 ; Teub-
ner, Leipzig.

2 i ;
Une transformation ponctuclle est en somme une fonction ponctuelle de point.




279 | G. COMBEBIAC

transformation S fait correspondre un point M', et 'applica-
tion de S’ a ce dernier point donnera un troisieme point M”.
On a ainsi déterminé, par I'application successive des deux
transformations S et S’, une nouvelle transformation faisant
correspondre a un point quelconque M un point M”. On po-
sera :
M’ = S (M) = & [S(M)] = S’S (M) ,

et la transformation S'S sera appelée le produit de S et S'.

Soit trois transformations S,5'.,S”. La transformation S’'S
fait correspondre a un point quelconque M un point M” ; en
appliquant a ce dernier la transformation S”, on obtient un
nouveau point M”, de sorte que la transformation S”(S'S) fait
correspondre au point M le point M"”. La transformation S”S’
fait évidemment correspondre au point M’ le point M"’, et par
suite, en appliquant cette transformation S”S" a la suite de S,
on voit que la transformation (S”S')S fait correspondre au
point M le point M"’, on a donc :

S"(S'S) = (S"81S

c'est-a-dire que le produit S”S'S a une signification précise
sans qu'il soit besoin d’employer de parenthese.

St une transformation S fait correspondre a un point quel-
conque M un point M’ de telle sorte que, lorsque le point M
parcourt I'espace, il en soit de méme de M’, on voit qu’a tout
point M" de '’espace correspond ainsi un point M ; la trans-
formation ainsi définie est dite I'inverse de la premiere et est
désignée par ST, c'est-a-dire que 'on pose :

S“S(M) —_— SS_I(M) — M
Soit une transformation ponctuelle :
M =S (M) .

Par 'application d'une autre transformation T a tous les
points de ’espace, on aura :

P=T(M), PP =T (M) ,

et la transformation S est changée elle-méme en la transfor-
mation qui fait correspondre le point P" au point P.
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Cette derniére transformation a pour expression :
-

ainsi qu'on le voit facilement en éliminant M et M" des rela-
tions précédentes, ou encore en observant que P est le trans-
formé par T de T P . dont le transformé par S est ST P,
lequel devient enfin TST(P .
Silon a:

TST* =S .

la transformation T laisse invariante la transformation S. et
Fon dit que S admet T.
La relation précédente peut s'écrire :

TS = ST .

On voit sous cette forme qu'elle est réciproque et quelle
est équivalente a la commutativité des deux transformations.

Lorsqu'une transformation fait correspondre a un point dé-
lerminé ou bien a tout point d'une ligne ou d'une surface le
meme point ou bien un point appartenant également a celte
ligne ou a cetle surface. on dit qu'elle laisse ce point ou bien
cette ligne ou cette surface ineariantes ou encore que ceux-ci
admettent la transformation.

Un point, une ligne, ou wune surface qui admettent deu.r
‘ransformations, admetient aussi leur produit.

En effet, si S et S” désignent les deux transformations et M
le point invariant ou bien un point quelconque de la ligne ou
fe la surface invariantes. S coincide avec le point inva-
rlant ou bien appartient a la ligne ou a la surface, et il en est

]

par suite de meéme du point S°S M)} ou S'S (M) : la transfor-
mation S'S posséde donce bien la propriété énoncée.

La proposition précédente peut évidemment étre énoncée
sous la forme suivante :

Une figure qui admet deuwr transformations admet aussi
leur produit.

OUn peut encore énoncer la proposition suivante :

St une figure ¥ est transformée en une figure ¥' par cha-
cune des transformations S et S', la figure F admet les trans-

L’Enseignement mathém.. 7¢ année ; 1905, 19
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formations S'='S et ST'S', et la figure ', les transformations
SS'~ et S'S™.
On a en effet :
STIS(F )= S"UF) = F | SIS (F) = SYF| =F .
SS""YF') = S(F) =F", S STHF) )= 8" (F)=F".

I
I

Un ensemble de transformations ponctuelles est dit continu
lorsque S1 et Sz désignant deux transformations de cet en-
semble, M1 et M: les transformés par ces transformalions
d’un point quelconque Mo, il est loujours possible de réunir
les points M1 et Mz par une ligne telle qu’il existe, dans I'en-
semble considéré, une transformation faisant correspondre
au point M: un point quelconque de cette ligne.

DEeriniTioN 1. — Un ensemble de transformations qui com-
prend le produit de deux quelconques d’entre elles s’appelle
un groupe de transformations.

Nous nous proposons d’établir quelques propriétés des
Groupes continus comprenant les inverses de toutes leurs
transformations. Nous nous dispenserons le plus souvent de
répéter ce qualificatil, qui sera toujours sons-entendu.

DEriNiTiON 2. — Une figure F sera dite congruente a une
figure I par rapport a un groupe lorsque celui-ci contient
une transformation S telle que 'on ait :

F' = S (F) .

La congruence par rapport a un groupe conlenant les in-
verses de ses transformations constitue évidemment une re-
lation réciproque. On pourra donc parler de la congruence de
deur figures.

Un groupe comprenant les inverses de toutes ses transfor-
mations comprend la transformation identique, car celle-ci
peut toujours s'écrire SS™', quelle que soit S.

[I résulte de la que, par rapport aux groupes que nous
considérons, une figure est toujours congruente « elle-méme.

TueoreME 1. — Les (ransformées par un groupe d'une
figure déterminée (qui peut, en particulier, consister en un
seul point) constituent le méme ensembte que les transformées
de l'une quelconque de ces transformées.
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En effel, si Fo désigne une figure et I 'une quelconque de
ses transformées, le groupe comprend une transformation S
telle que l'on a :

F=S(F,) ,
et 'on aura, par l'application d'une transformation quel-
conque S’ du groupe,
S’ (F) = S'S(F,) .

La transformation S'S appartenant au groupe, cette relation
exprime que toute transformée S'(F) de F est aussi une trans-
formée de Fo et par suite fait partie de I'ensemble de ces
ransformés; la réciproque est également vraie, car Fo est
une transformée de F, puisque S~ appartient au groupe.

COROLLAIRE. — Deux figures congrueutes « une troisieme
cont congruentes entre elles.

Car, si F et F’' sont parmi les transformées de Fo, ' doit,
“n vertu du théoreme 1, se trouver parmi les transformées

e I, c’est-a-dire lui étre congruente.

THEOREME 2. — S1 S est le symbole de toutes les transfor-
mnations d’un groupe laissant invariante une figure F et si T
Jésigne une transformation déterminée du groupe transfor-
aant Fen ¥, Uexpression générale des transformations T' du
croupe par lesquelles F est transformée en ¥’ est TS, et [ex-
jression générale des transformations S' du groupe admises
car B est TST,

En effet, T et T' étant deux transformations transformant
cen ', on a vu que Fadmet T7'T’, c’est-a-dire que celte
ansformation figure parmi les transformations dont le sym-
wole est Stautrement dit, il existe une transformation S telle
tue 'on a:

T'T =8

rlxl : rJ‘wS .

En second lieu, si " estle symbole des transformations lais-
~nb F" invariante, il résulle de la partie déja démonltrée du
- (héoreme que expression générale des transformations trans-
cormant I en F est :

T =1y
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D’ou :
S/ — rl\rlw/—]_ — 71\5—17‘-1
ou enfin, comme les symboles S et S™' correspondent au
méme ensemble de transformations,

S' = TST™ .

TueoreME 3. — Les transformations d’'un groupe qui lais-
sent invariante une figure déterminée forment elles-mémes un
groupe.

On a vu qu'une figure qui admet deux transformations S
et S admet également leur produit SS’; d’autre part, tout
groupe qui comprend S et S" comprend aussi SS"; ce produit
SS" appartient donc a 'ensemble des transformations défini
dans I'énoncé, c’est-a-dire que cet ensemble constitue un

groupe, Q. e. d.
II. — GROUPES METRIQUES

Sophus Lie a résolule probleme suivant :
Déterminer tous les ensembles de transformation ponctuelles
jouissant des propriétés suivantes :

M I. — Lensemble constitue un groupe continu comprenanlt
les inverses de toutes ses lransformations.
M II. — 8¢ lon fixe un point quelconque, le liew des trans-

formés d’un autre point quelconque est une surface contenant
le second point et ne contenant pas le premier.

M LIl — Il existe un volume N tel que, si l'on fixe un poini
quelconque « Uintérieur de ce volume, tout point de Uespace
peut atleindre par un trajet continu tout point situé sur la
surface correspondante.

(Nous avons cru devoir adopter — a bon droit, croyons-
nous, — pour I'axiome M III, un énoncé un peu différent de
celui de Sophus Lie, lequel est ainsi libellé : si l'on fixe un
point, il existe, autour de ce point, un volume tel que toui
point pris a I'intérieur de ce volume peut atteindre, etc.)

L'illustre géometre a démontré que ces propriétés suflisent
a définir exactement les groupes qui servent a édifier les di-
verses ‘méltriques. Il doit donc étre possible d’établir une
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théorie de ces groupes indépendamment de tout concept
d’origine métrique el nolamment des concepts de droite et
de plan.

Une telle théorie devrait réaliser deux objets : 1° montrer
de quelle maniére on peut construire un groupe de la caté-
gorie visée en partant de données réalisables : familles de
surfaces par exemple; 2° établir les propriétés essentielles
que présentent les figures par rapport a ces groupes. Nous
nous bornerons a ce dernier objet : le seul but que nous nous
proposons dans cette étude étant de mettre en évidence le
¥ vrai caractere mathématique des métriques, encore sup-
primerons-nous les démonstrations trop laborieuses et sacri-
fierons-nous la généralité a la simplicité en nous contentant
| de démonstrations largement esquissées et visant surtout les
cas les plus simples. Il est donc entendu que les démonstra-
§ ions doivent étre suivies sur des figures ne différant pas
§ rop des figures correspondantes de la Métrique ordinaire ;
~'est ainsi que les surfaces jouant le role des spheéres seront
[ cs sphéroides : toute objection sera ainsi évitée, et le dis-
cours pourra étre allégé des discussions subtiles quexige en
Mathématiques le souci de la généralité.
| DérmaTion 1. — Les groupes satisfaisant aux propriétés ex-
nrimées par les axiomes MI, MII et MIIT seront appelés meé-
iriques.

Derinition 2. — Les surfaces sur lesquelles se déplacent
les divers points de I'espace lorsqu’un point est maintenu fixe
seront appelées surfaces isométrigues du groupe métrique.

Derinirion 3. — Un point sera dit le centre des surfaces
isométriques qui sont décrites par les divers points de I'espace
forsque le dit point est maintenu fixe.

Nous admettrons qu’une surface isoméirique est une sur-
face fermée a simple connexion, c’est-a-dire telle que toute
ligne fermée tracée sur la surface soit réductible a un point
| par déformation continue en restant sur la surface. Il suflit
dailleurs de se représenter une telle surface sous la forme
d'un sphéroide.

Nous admettrons en outre le théoréme suivant :

Ticorime 1. — Les surfaces isométriques ayant pour centre
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un point appartenant au volume (région de lUespace) N entou-
rent ce point. '

Des propriéiés des groupes démontrées dans le § précédent
résulte le théoreme suivant :

TueoreMe 2. — Une surface isoméirique est le lieu des
transformés de chacun de ses points lorsque son centre est
maintenu fixe.

D'apres le théoréme I 3, les transformations d’'un groupe
métrique qui laissent un point fixe forment un groupe (sous-
groupe du groupe métrique). Une surface isométrique ayant
pour centre ce point est, par définition, le lieu des transfor-
més de 'un de ses points; la proposition a démontrer résulte
donc du théoreme I 1, d’apres lequel le lieu des transformés
d'un point est le méme que le lieu des transformés de 'un
de ses transformés.

De ce théoreme et de I'axiome M III résulte évidemment la
proposition suivante :

THEOREME 3. — Les surfaces isométriques ayant pour centre
commun un point de la région N n’ont pas de point commun.

Les transformations d’'un groupe métrique G qui laissent
fixe un point Pi forment elles-mémes, d’apres le théoreme
I 3, un groupe (sous-groupe du groupe G); ce groupe laisse
invariante, d’'apres le théoreme 2, chacune des surfaces iso-
métriques de centre P: et par suite détermine, pour les di-
vers points d'une telle surface =, un groupe de transforma-
tions g. L'établissement des propriétés de ce groupe g, qui
doit précéder 1'étude du groupe G, n’est pas sans présenter
des difficultés : il s’agit en somme de transcrire en raisonne-
ment géométrique les invesligations analytiques de Sophus
Lie. Nous nous bornerons a exposer la suite des propositions
en mettant en évidence le mécanisme des déductions dans la
mesure ou ce sera possible sans une trop grande complication.

Nous prendrons le point maintenu fixe P1 dans la région N,
de sorte que la surface ¥ entoure ce point.

Il résulte de I'axiome M [II combiné avec le théoreme 2 que,
dans ce cas, le groupe gnon seulement est transitif, mais en-
core permet de transformer un point quelconque de la sur-
face = en tout autre point de cette surface. Or on démontre que
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tout groupe dans lequel la fixation d’un point de la surface X

suflit a fixer tous les points de cetle surface jouit de la pro-

L priété de laisser invariants (fixes) deux points (réels) et une
B ligne réelle; les groupes rentrant dans cette catégorie doi-
vent donc étre écartés.

Un point Pz de cette surface étant maintenu fixe, un autre point
B P: de la surface doit rester sur la surface isométrique passant

' par Ps et ayant pour centre P; ; cette derniére surface ne se
E confond pas avec X, car elle passerait alors par son propre

i centre, ce qui serait contraire a 'axiome M II. Les deux sur-

b faces fermées se rencontrent donc suivant une ou plusieurs
lignes fermées dont 'une au moins passant par Ps, & moins
qu'elles ne soient tangentes entre elles (le contact de deux
surfaces est un concept totalement indépendant de I'idée mé-
trique).

Nous admettrons que deux surfaces isométriques qui ont
déja un point commun se rencontrent suivant une seule ligne
fermée sans point double, ligne qui se réduit a un point dans
g e cas du contact.

B Lecpoint P2 étant maintenu fixe, ainsi que le point P1, le point

g 5 doit donc rester sur la ligne fermée C, courbe d'inter-
B scction des deux surfaces isométriques passant par Ps et
¥ ayant pour centres respectifs P1 et P2 ; les surfaces isométri-
B ques de centre P: déterminent ainsi sur 3 une famille de
B courbes dont deux se réduisent a des points et correspon-

 dentacelle de ces surfaces qui se réduit au point Pz lui-méme
B ot acelle de qui est tangente a =. En désignant par P’z le
g point de contact ainsi défini, on voit que chacune des lignes

g ainsi déterminée sépare les points Pz et P's.

L La famille des lignes relatives a P. jouit de propriétés qui
B ne lui permettent pas de jouer le méme role par rapport aun
g (utre point de 3, a Pexception de P'2. Il en résulte que, si

b l'on fixe un autre point Ps de =, la position d’un point quel-

conque de cette surface doit se trouver a la fois sur deux
B lignes différentes et par suite est déterminée.

Le groupe g possede, d’apres cela, les propriétés suivantes :
Tout point de la surface 3 peut étre transformé en un autre
point; st lon fixe un point P2 de 3, un autre point P's se

Lt S ol L B e




280 G. COMBERBIAC

trouve €galement fixé et tout point de la surface décrit une
courbe fermée séparant les points Pz et P'z; enfin la fixation
d’un nouveau point empéche toute transformation.

THEOREME 4. — 8¢ deux points distincts sont maintenus
fives, il en est de méme de tous les points d’une ligne conti-
nuwe, ouverte et sans points doubles passant par ces deu.x
points.

A et B désignant deux points distincts, a chaque surface
isométrique de centre A l'on peut faire correspondre deux
surfaces isométriques de centre B tangentes a la premiere.
(On peut, par exemple, les délerminer comme limites de
suites convergentes de surfaces.) On obtient ainsi, sur chaque
surface isométrique de centre A, deux points qui restent
fixes en méme temps que A et B,

D'apres les hypotheses faites sur les surfaces isométriques,
les points de contact ainsi oblenus conslituent une ligne sans
points doubles, centinue et ouverte (c’est-a-dire s'étendant a
I'infini dans les deux sens). Cette ligne passe d’ailleurs évi-
demment par les points A et B.

DEriNiTION 4. — Les lignes définies par le théoreme préceé-
dent seront appelées lignes axiales du groupe.
THEOREME 5. — Lorsqu’une surface admet toutes les trans-

formations d’un groupe métriqgue G qui laissent fixe un point
ainst que toutes celles qui laissent fixe un autre point, cette
surface admet toutes les transformations du groupe G.

D’apres le théoreme I 3, les transformations dun groupe G
qui sont admises par une surface déterminée forment un
groupe G’ (sous-groupe du groupe G). Supposons qu'un lel
groupe comprenne toutes les transformations T qui laissent
fixe un point M ainsi que toutes les transformations T" qui
laissent fixe un second point M'; il devra comprendre les pro-
duits de ces diverses transformations et, en particulier,
toutes les transformations de la forme :

rr]-‘, r_l-\- 1 )

Cette expression représente, dapres le théoreme 11 3, 'en-
semble des transformations laissant invariant le point :

T (M),
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¢'est-a-dire un point quelconque de la surface isométrique
passant par M’ et ayant pour centre M.

On poursuivrait la démonstration en prouvant par le méme
procédé que le Groupe G’ comprend toutes les transforma-
tions de G qui laissent invariant tout point appartenant a une
surface isométrique de centre M’ et, par suite, tout point de
Pespace. Ce groupe ne peut élre que le groupe G lui-méme.

Ce théoréme peut évidemment s’énoncer sous la forme sui-
vante :

Tukorime b bis. — Une surface isométrique d’un groupe
métrique ne peut admelire pour centre deux points distincts
sans admettre également tous les points de Uespace.

Nous admettrons le théoréme suivant :

TuroriME 6. — La condition nécessaire et suffisante pour
que trois surfaces tsométriques ayant un pornt commun sotent
telles que lUune passe par Uintersection des dewx autres est
que leurs centres sotent situés sur une méme ligne axiale.

TutoreME 7. — Une ligne axiale est le lieu des points laissés
fixes par toutes les transformations du groupe G qui larssent
fires deux quelconques de ses points.

Ce théoreme peut se décomposer en deux parties :

1° Deux points quelconques d’une ligne axiale 'admettent
comme ligne axiale. Il suffit évidemment de démontrer que
tout point P d'une ligne axiale déterminée par deux points
P1r et Pz détermine la méme ligne axiale conjointement avec
Py par exemple. Les surfaces isométriques passant par Pz et
ayant pour centres respectifs P1 et Pdoivent se couper, d’apreés
le théoreme précédent, suivant la méme ligne que les deux
surfaces 1sométriques ayant pour centres respectifs P1 et P2
el passant également par P:. Cette intersection se réduit,
comme la derniére surface elle-méme, a un point : il en ré-
sulte que les deux premieres surfaces sont tangentes en P:.
cest-a-dire que P2 appartient a la ligne axiale déterminée par
Pi et P et par suite reste fixe en méme temps que ces deux
points.

2° Aucun point extérieur a une ligne axiale n’est maintenu
lixe par toutes les transformations qui laissent fixes deux
points de cette ligne. Si M désigne un point quelconque ex-
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térieur a une ligne axiale, une surface isométrique passant
par M et ayant son centre P sur cette ligne rencontre celle-ci
en deux points, M1 et Mz, et on a vu que, parmi les transfor-
mations du groupe G laissant fixe P1, il en existe par les-
quelles les poinls M1 et Mz sont maintenus fixes tandis que
le point M décrit une ligne fermée. L’existence de ces trans-
formations établit la proposition.

Des propriétés déja établies résulte évidemment le théo-
reme suivant :

THEOREME 8. — Les lignes axiales d’un groupe métrigue for-
ment un ensemble de lignes jouissant des propriétés suivantes :

1° Une ligne axiale est déterminée par un couple de points ;

2° Elle passe par ces deux points ;

3° Tout couple de points appartenant a une ligne axiale
Cadmet comme ligne axiale.

THEOREME 9. — Le lieu des centres des surfaces isométrigues
passant par deux points donnés est une surface.

A et B désignent deux points appartenant a la région N,
considérons une ligne quelconque L joignant ces deux points
et considérons toutes les surfaces isométriques passant par A
et ayant pour centres les divers points de la ligne L. Celle de
ces surfaces qui a pour centre A se réduit a un point, celle
qui a pour centre B entoure ce point. Comme on passe de
I'une a l'autre de ces surfaces par une suite continue, il existe
nécessairement, dans la suite ainsi définie, une surface qui
passe par B.

Il existe donc sur toute ligne joignant les points A et B un
point du lieu. Il est visible, dans ces conditions, que ce lieu
est une surface.

DEriNiTION 5. — Les surfaces définies par le théoréme pré-
cédent seront appelées surfaces ariales du groupe métrique.
TuéoreME 10. — Une ligne axiale qui a dewr de ses points

sur une surface axiale y est située toute entiere.

Deux points A et B d'une surface axiale sont, d’apreés la
définition d'une telle surface, les centres de deux surfaces
isométriques passant a la fois par deux points C et D de l'es-
pace. Il en résulte, d'apres le théoréme G, que tout point de
la ligne axiale déterminée par les deux points A et B, est le
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centre d'une surface isométrique passant a la fois par les
points C et D et par suite appartient a la surface axiale consi-
dérée.

TutoreME 11. — Par trois points donnés passe toujours
une surface axiale.

En effet, les trois surfaces isométriques ayant respective-
ment pour centres les trois points donnés A, B et C, et pas-
sant par un point arbitrairement choisi M ont en commun ce
dernier point plus (au moins) un autre N. La surface axiale
déterminée comme lieu des centres des surfaces isométriques
passant par les points M et N contient évidemment les trois
noints A, B et C.

TurorEME 12. — La surface décrite par une ligne axiale
qut s'appuie sur une ligne axiale donnée en passant par un
point ficce extérieur a cette ligne est une surface axiale.

En effet il existe, d’apres le théoreme précédent, une sur-
face axiale passant par le point fixe donné et par deux points
pris sur la ligne axiale donnée. Cette surface comprend,
d’apres le théoreme 10, tous les points de la surface définie
dans I'énoncé et par suite coincide avec cette derniere,

TueEorEME 13. — Par trois points dont Uun n’est pas situé
sur la ligne axiale déterminée par les deux autres il ne passe
qu'une surface arxiale.

[l n’existe qu'une seule surface axiale passant par trois
points A, B et C lorsque I'un des points, C par exemple, est
extérieur a la ligne axiale passant par les deux autres. En
effet, les diverses lignes axiales passant par le point C et par
les divers points de la ligne axiale AB forment évidemment
une surface si G est extérieur a cette ligne; tout point de
cette surface, d'apres le théoréme 10, doit appartenir a toute
surface axiale passant par les trois points A, B et C, celle-ci
doit donc se confondre avec la surface ainsi décrite, qui est
évidemment unique.

Les théoremes 11 et 13 peuvent étre réunis sous la forme
sulvante :

TueoreME 13 bis. — Une surface axiale est déterminée par
la condition de passer par trots points non situés sur la méme
ligne axiale.
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Deux autres théoréemes sont évidents, savoir :

THEOREME 4. — Lorsque trois surfaces axiales ont deur
potnts communs, tout point commun « deu.x d’entre elles ap-
partient a la troisieme.

En effet, la ligne axiale déterminée parles deux points com-
muns aux trois surfaces appartient a chacune d’elles d’apres
le théoreme 10; elles ne peuvent d’ailleurs pas avoir d’autre
point commun, d'apres le théoréme 13, sans se confondre.

TuroreME 15. — Deux surfaces axiales qui ont un point
commun en ont toujours un second.
Tueoreme 16. — L'intersection de deux surfaces axiales est

constituée par une ligne axiale.

En effet, si deux surfaces axiales ont un point commun,
elles en onl au moins un autre d’apres le théoreme précédent;
elles contiennent par suite toutes les deux, d’apres le théo-
reme 10, la ligne axiale déterminée par ces deux points. Enfin,
d'apres le théoreme 13, elles ne peuvent pas avoir un autre
point commun sans se confondre.

THEOREME 17. — Les lignes axiales qui s’appuient sur deu.x
lignes axiales concourantes sont situées sur une méme Sui-
face.

En effet si D et D’ désignent deux lignes axiales concou-
rantes en un point O, la surface formée par les lignes axiales
passant par les divers points de D’ et par un point M de D
est, d'apres le théoreme 12, une surface axiale. Comme elle
comprend d’ailleurs deux points O et M de D, elle comprend
aussi, d’apres le théoreme 10, tout point N de cette ligne, et
par suite, d’apres le méme théoréme, elle comprendra toute
ligne axiale passant par N et par un point quelconque de D’.
Comme le point N est quelconque sur la ligne D', la surface
axiale ainsi définie comprend bien toutes les lignes axiales
qui s’appuient sur les lignes D et D".

TueoreME 18. — Toute surface transformée par wun groupe
métrique d’une surface isométrique de ce groupe est wune sur-
face isométrique ayant pour centre le transformé du centre
de la premicre.

Il résulte du théoreme Il 2 que, si T désigne 'expression
générale des transformations d'un groupe admises par une
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figure F, toutes les transformations du groupe admises par
une transformée F' de F sont comprises dans l'expression
générale :

STS™

S étant une des transformations du groupe qui transfor-
ment F en F'. Or une surface isométrique IF'.d'un groupe me-
trique G admet, d'apres le théoréme 2, les mémes transfor-
mations de G que son propre centre : il résulte donc de l'ex-
pression précédente que la transformée F' de F par une
transformation S de G admet les mémes transformations de G
que le transformé par S du centre de I, ce qui équivaut a
["énoncé du théoreme.

Tukorkme 19. — La région N relative a un groupe métrique
est le liew des points transformés de l'un d’ewx par les trans-
formations du groupe.

Il résulte de la démonstration du théoreme 9 que, sur toule
ligne joignant deux points A et B de la région N, il exisle un
point qui est le centre d'une surface isométrique passant a la
fois par A\ et B. On peut d’ailleurs tracer cette ligne de ma-
niere qu'elle reste tout entiére dans la région N. Dans ces
conditions, il résulte de 'axiome M [II que chacun des points
A et B se trouve parmi les transformés de lautre par le
groupe G.

[l reste a démontrer que, si A est un point appartenant a
larégion N, il en est de méme de tout transformé B de A :

B — S(A]

par une transformation S du groupe, autrement dit que la
propriété attribuée par I'axiome M II1 aux points de la région
N est invariante parrapport au groupe. Or ce [ait résulte ma-
nifestement du théoréme précédent combiné avec les pro-
priétés exprimées par le théoreme II 2: en effet deux points
appartenant a une méme surface isométrique de centre B
sont les transformés par S de deux points appartenant & une
surface 1sométrique de centre A; ces deux derniers poinls
sont susceptibles d’étre transformés I'un dans 'autre puisque
A appartient a la région N ; et la transformalion qui permet
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d’oblenir ce résultat devient évidemnment, par 'application de
S une transformation ayant la méme propriété par rapport
aux deux points situés sur la surface isométrique de centre B.
Ce dernier point appartient donc a la région N.

TueoreME 20. — S A, B et A’ désignent trois points ap-
partenant a la région N relative a un groupe métrique, il
exviste sur toute ligne axiale passant par A', d’'un cété donnée
de ce point, un point et un seul B' tel que le couple de points
(A, B) soit congruent au couple A’, B') par rapport au groupe.

On peut en effet, d’apres le théoreme 19, amener le point A
en coincidence avec le point A’; le transformé du point B
pourra alors, d’aprés I'axiome M 111, atteindre tous les points
d'une surface isométrique ayant pour centre A’. Or il résulte
de la construction méme des lignes axiales telle qu'elle est
exposée dans la démonstration du théoreme 4, qu'une telle
ligne rencontre une surface isométrique ayant pour centre
un de ses points en deux points situés de part el d’autre de
ce centre, ce qui démontre le théoréme.

TuEorEME 21. — Les transformées par un groupe métrique
G d’'une de ses lignes axiales sont également des lignes axiales
du groupe.

En effet la construction par laquelle on détermine une de
ces lignes est invariante par rapport au groupe G, puisque
toute transformée par ce groupe d'une de ses surface isomé-
triques est une surface isométrique ayant pour centre le
transformé du centre de la premiere et qu’en outre le contact
de deux surfaces constitue une propriélé invariante par rap-
port a toules les transformations ponctuelles (¢'est-a-dire que
les transformées de deux surfaces tangentes entre elles sont
également tangentes). |

THEOREME 22. — Un couple de points (A, B) est toujours
congruent par rapport a un groupe métrique auw couple (B, A).

En effet, il résulie de la construction des surlaces axiales
exposée dans la démonstration du théoréme 9 qu'il existe
sur la ligne axiale AB enlre les points A et B, un point O qui
est le centre d'une surface isométrique passant a la fois par
les points A et B. Par suite, le point O appartenant d’ailleurs
a la région N, il est possible, tout en maintenant fixe ce

i v AT S e Tad Ol
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point, de donner comme transformé a B le point A. La trans-
formée de la ligne axiale AB ou OB estalors, d'apres le théo-
reme précédent, la ligne axiale OA, qui se confond, d'apres
le théoreme 8, avec la ligne axiale AB. Le transformé du
point A devant se trouver a la fois sur cette ligne axiale et
sur la surface isométrique passant par A et ayant pour centre
O doit coincider avec le point B, de sorte que le transformé
du couple (\, B) est bien le couple (B, A).

Tutoreme 23. — Tout couple (D, D) de lignes axiales
concourantes d’'un groupe métrique G est congruent par rap-
port a ce groupe au couple (D" D).

La démonstration de ce théoreme peut étre calquée sur
celle du théoreme précédent en observant qu’il résulte des
théoremes 10 et 21, combinés avec les propriétés du groupe
g relatif & une surlace isométrique que, lorsqu’'on maintient
fixes un point et une ligne axiale passant par ce point, une
autre ligne axiale passant également par ce point décrit une
surface qui rencontre suivant deux lignes axiales la surface
axiale déterminée par les deux premiéres lignes.

TreoreME 24. — 87 Ju et e désignent deux demi-lignes
axiales d’un groupe métrique G issues d’un méme point O et
st by désigne une demi-ligne axiale issue d’un point O'y, il
existe, sur toute surface axiale passant par la ligne axiale
complele correspondante a 'y et d’un cété donné de cette ligne,
UNE demu-ligne axiale s et UNE SEULE telle que la figure(h, hs)
soil congruente a la gqure (I'y, h'=) par rapport au groupe G.

(Les points de concours O et O sont supposés appartenir a
la région N relative au groupe G.)

On peut amener O en coincidence avec O d’apres le théo-
reme 19 pris un point de /1 en coincidence avec le point
de 2y qui se trouve sur la méme surface isomélrique de
centre O ; d'apres le théoréme 21, /u coincidera alors avec I,
¢t, en se servantde la propriété invoquée pour la démonstra-
tion duthéoréme précédent, on voit que la demi-ligne axiale /2
peut occuper, sur une surface axiale passant par 2/, deux et
seulement deux positions, dont I'une est située d’un coté ot

Fautre de T'autre de la ligne axiale complete sur laquelle est
prise /.
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Les propriétés qui viennent détre exposées sont com-
munes a tous les groupes de transformations ponctuelles qui
ont été réunis sous le qualificatil de métrigues: mais certains
de ces groupes peuvent présenter des particularités qui jouent
un role important dans la question des Principes de la Meé-
trique. Lune de ces particularités concerne la région N,
lautre la famille des lignes axiales.

La région N relative a un groupe meétrique peut s étendre
a tout 'espace. Dans ce cas. ['énonce de laxiome M III se
simplifie. car i1l sullit alors drattribuer a tous les points de
'espace les propriétés réservées par cet axiome aux points
dune région déterminée. 1l vésulte alors du théoreme 19
qu un point quelconque de l'espace e trouve parmi les trans-
formeés d un autre point quelconque. Nous poserons la déti-
nition sulvante :

DerizttION 6. — Un groupe meétrique sera dit archimédien
lorsque tout point de lespace se trouve parmi les transfor-
mes par le groupe d un point quelconque et qu en outre une
transformation quelconque du groupe. appliquée a un point
quelconque de l'espace. aura pour resultat un point détermineé
reel .

Les groupes ainsi détinis peuvent étre aussi caractérisés en
dizant que la surface qui limite la region N est rejetée a 'in-
fint.

La zeconde condition qui figure dans la définition des
groupes archimédiens a pour but d'en eliminer certains : il
peut se faire en effet que la région N comprenne tous les
points de 'espace. mais qu a chaque transformation du groupe
corresponde une région limitée comprenant tous les points
qui ont. par cette transformation. des transformés déterminés
réels (les points situés sur la surface qui limite ladite région
avant alors des transformeés. pour ainsidire. rejetés a l'infini
et les points extérieursa la région navant pas de transformes
réels . Dans ce cas. au point de vue analvtique. le groupe
laisge encore une surface invariante. mails cette surface est
imaginaire cas des groupes rlemanniens. par exemple,.

La seconde particularité affecte la famille des lignes axiales.

Considérons une ligne continue. ouverte et sans point
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double D, un point O extérieur a la ligne D, ainsi que d’autres
lignes D' continues, ouvertes et sans points doubles, passant
par le point O et constituant un ensemble tel que I'une d’entre
elles soit déterminée par I'un de ses points distincts du point
O. Si I'on considére une surface 4 simple connexion, con-
tinue et ouverte passant par O et par D et, sur celle surface,
une ligne fermée entourant le point O, les divers point de
cette ligne fermée déterminent avec O des lignes D', parmi
lesquelles certaines rencontrent D et d’autres ne la ren-
contrent pas.

Les deux lignes D’ qui constituent la limite commune aux
régions de la surface ainsi définie, sont asymptotiques a D,
I'une étant asymptotique a 'une des deux branches infinies
de D’ et 'autre a 'autre de ces branches.

Sil'on admet qu'une ligne D’ ne peut pas avoir plus d'un
point commun avec D. aucune de ces deux lignes asympto-
ti(lues ne peut rencontrer D, de sorte que deux cas seulement
sont possibles : ou bien il existe deux lignes asymptotiques
comprenant entre elles une infinité de lignes D’ n’avant pas
de point commun (réel) avec D, ou bien ces deux lignes se
confondent et constituent la seule ligne D' ne rencontrant
pas D en un point déterminé réel).

Ces considérations sont directement applicables a toutl'en-
semble de lignes déterminées par deux quelconques de leurs
points et, en particulier, al’ensemble des lignes axiales d'un
Jroupe métrique. Nous poserons donc la définition suivante :

Derinrrion 7. — Lorsqu'un ensemble de lignes dont chacune
est déterminée par deux quelconques de ses points est telle
tque par un point extérieur a 'une de ces lignes on ne puisse
‘ulmener quune ligne asymptotique appartenantal’ensemble,
on dira que cette lamille jouit de la propriété de Vunicité de
Fasymptotique.

[l est inutile de pousser plus loin I'étude des groupes mé-
ltiques. On verra en effet dans un prochain article que les
théoremes déja démontrés constituent une base plus que
~ullisante pour édifier la métrique au moyen de raisonnements
purement logiques.

Nous ne nous dissimulons pas d’ailleurs les nombreuses

I’Enseignement mathém.. 7¢ anndée = 1905 20
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défectuosités de celte étude et surtout ses lacunes. Il convient
en effet, en établissant les propriétés de nouveaux concepts,
d’en démontrer en méme temps 'existence et méme de les
déterminer, c’est-a-dire, en Géométrie, de les consiruire.
Tout groupe métrique peut étre obtenu comme transformé,
par une transformation convenablement choisie, d’'un groupe
métrique déterminé, par exemple du groupe des déplace-
ments sans déformation. Mais on admet ainsi 'existence d'un
groupe métrique.

Quant a nous, si nous attachons quelque valeur a cette
ébauche malgré ses trop manifestes imperfections, c’est
qu'elle nous semble propre a jalonner une voie, dont l'inté-
rét a été signalé par Sophus Lie lui-méme (en des termes qui
témoignent d’ailleurs d'une défiance injustifiée pour l'eflica-
cité géométrique de ses propres axiomes).

Conclusions. — Quelle que soit la base adoptée pour la
Métrique, une conclusion s'impose :

1° La Métrique ne conslitue qu'un chapitre de la Géométrie,
science de l'espace ;

2° Les propriétés dont elle traite ne sont caractéristiques
d’aucun concept spécial, et elles ne mettent en ceuvre que
I'idée de figure, qui réunit en elle les concepts géométriques
généraux, savoir ceux de point, ligne, surface, continuité,
infini, a 'exclusion de tout concept métrique, tel que le dé-
placement sans déformation, la droite, le plan, etec.;

3° A plus forte raison, la Métrique (et, par suite, le postu-
lat des paralléles) ne peut-elle rien nous apprendre sur la
nature ou les propriétés de «l'espace» et, d’ailleurs, le
concept de figure invariable perd tout intérét proprement
géomélrique pour ne conserver qu un intérét physique.

Qu’il nous soit permis, en terminant, d’émeltre, brievement
et sous toutes réserves, quelques réflexions inspirées par ces
résultats.

Ne semble-t-il. pas que la Géométrie, ainsi affranchie de la
suggestion métrique, prend un aspect nouveau > En voyan!
s’abolir Pimportance traditionnelle de I'idée de figure inva-
riable, 'on n’apercoit plus aucun motif' de maintenir la
Science tout entiére sous sa dépendance, ainsi que le réa-
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lise actuellement le principe de Relativité géométrique. Apres
I'émancipation de la Géométrie, on est donc conduil a pour-
suivre celle de la Mécanique et de la Physique.

Les objections se présentent évidemment en foule, mais
sont-elles insurmontables ?

La lumiére se propage en ligne droite dans les milieux ho-
mogénes ; mais un milieu homogene n’est-il pas, par défini-
tion, celui dont les propriétés en chaque point de l'espace
ne changent pas dans un déplacement sans déformation ? La
rectilinéarité du rayon lumineux est donc peut-étre simple-
ment voulue par notre esprit.

Un point matériel soustrait a toute influence mécanique
extérieure se meut en ligne droite avec une vilesse cons-
tante ; mais a-t-on jamais déterminé la part d’arbitraire, d'an-
thropomorphisme, de suggestion métrique, que comporte
I'expression écrite en italiques ?

Les équations de Lagrange relatives a un systéme matériel
quelconque permettent de déterminer, a un instant quel-
conque, les dérivées secondes des variables par rapport au
temps en fonction de ces variables et de leurs dérivées pre-
mieres et les seuls concepts proprement mécaniques qui figu-
rent dans ces équations sont la force vive et le travail Virtuel;
a-t-on une raison de nier « prior: la possibilité d'une géné-
ralisation de ces concepts qui en exclurait toute empreinte
métrique ?

Signalons enfin qu'une telle transformation des Principes
de la Physique et de la Mécanique, qui aurait peut-étre pour
effet de leur attribuer un caractere de nécessité logique, pa-
rait s’accorder avec les idées émises par M. Poincaré ! dans
un de ces apercus dont l'illustre géomeétre a le secret et ou
Fon ne sait ce que I'on doit le plus admirer de la profondeur
de la pensée ou de la limpidité de I'expression.

G. ComBesiac (Limoges).

' H. PoiNcanri, L'état actuel et Vavenir de la Physique mathématique, Revue des Idées,

15> novembre 1904 (reproduit dans La Valeur de la Science, 2¢ partie : Les Sciences phy-
siques).
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