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CORRESPONDANCE

A propos d'un théoréme sur le triangle.

Le théoréme examiné par M. Kariya dans le no de mars de L'Enseignement
mathématique (p. 130-132) a donné licu a plusicurs lettres ¢t communi-
calions dont nous donnons le résumdé ci-apres, La Rédaction.

I. — Rappelons le théoreme énoncé par M. Kaviya:

Inscrivons un cercle dans un triangle donné ABC; nommons
respectivement X, Y, Z les points de contlact A
avec les trocs cotées BC, CA, AB. 8¢ Con prend
sur-les droites OX, OY, OZ des points D, I, I
cgalement distants du point O, les
(rois droites AD, BIE, CI concou-
rent en wn meénme poind.

Appelons M e point de rencon-
tre de BE et de CF. Lors-
que la grandeur de OD
varie, la droite 17 se dé-
place  paral-
[¢lement a
clle = méme.

LLes points
tels que M B G X P C
sont alors les
points d'intersection des rayons de deux faisceaux homographi-
ques de centres B, €, ils apparticnnent i une conique I'. Cette
courbe passe par B et C, elle passe par ovthocentre H du triangle
ABC, caron ace point lorsque la parallele a B est a Uinfini, elle
passc par O, et enfin par A, car on obtient ce point en prenant la
parallele a EIT qui joint les points ot AB et AC sont coupés par
OY, O7. On a ainsi cing points de I', ¢ce sont: B, (, O, 1, A,

On peut opérer de la méme manicre en employant des paralle-
les a 15D, on obtient une conique dont les points sont les intersec-
tions des rayons de deux faisceaux homographiques de centres
A, B. Cette conique n’est autre que I, puisqu’elle passe par
A B, O C.

[.e point M, ot la droite BE est coupée par CI7, est alors aussi
le point ou cette droite est coupée par AD, done les droites A D,
Bli, CIf passent par le méme point.,

N. Paris. Caxrtoxt (Viadana. Devoveiy  Gand).
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II. — (1) Soit OX = r, OD =¢; les triangles ABC, DEI étant
réciproques par rapport a une circonférence de centre O et de
rayon V/rt, sont homologiques.
12) Si l'on prend le triangle ABC comme triangle de réfévence,
les coordonnées trilinéaires de D sont » — ¢, 7 4 tcosC, » 4 cosB,
et la droite A D sera représentée par I'équation

Bir 4+ tcosB) = g(r + tcosC)
on en déduit que les droites AD, BE, CI passent par le point
w (r + teosA) = B(r 4 tcosB) = y(r + LcosC) .

Harorp Hilton (Bangor, North Wales .

III. — La proposition énoncée par J. Kariva n'est pas le moins
du monde nouvelle. Elle découle comme cas particulier de 'Etude
sur les systemes isogonauwr du triangle (ue j'al présentée au con-
gres de Carthage (A. F. A. 5. 1896, pp. 89-105 . Sa démonstration
est des plus simples en se servant des coordonnées trilinéaires.

Combinons les notations de M. Kariya et les miennes; nous re-
connaitrons sans longs calculs que

. D — a r Kcos A
u_-—_('osA—smA]_._f:_, -+ g ‘
r— K r—Kk
r —+— K cosB r + KCOSC
y-----—Ft , W - —
r— K r — K

car les systemes de droites AF et AE, BD et BlF, CE et CD sont
isogonaux a cause d’égalités de triangles rectangles que la seule
inspection de la figure met immédiatement en évidence. '
[.es droites AD BE et CF ontdonc pour point commun le centre
1sogonal P,
ux — Vy =—— w3z .

Kn faisant couper BIY et CE, on a D’ inverse de D soient, de
méme K et 'Y inverses de £ et F. Les droites AD’ BE’ et CF’ se
coupent aussi au point P’ inverse de P> et pour lequel,

Il est intéressant de savoir ce que deviennent P et P’ quand on
fait varier K. J"ai prouvé que si d’une facon générale les points D
et £ décrivent deux droites 4 et £, le point F qui compléte leur
systeme isogonal décrit aussi une droite 47, ce qui a lieu en effet
dans la figure de M. Kariya. En outre P décrit une conique cir-
conscrite au triangle, et P’ la droite inverse.
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[La conique lieu de P aici pour équation

C B
g3 — 83

2 cos B —T— cos C — 0 ou Z _

(C’est donc une hyperbole équilatere passant par les points sui-
vants: le centre | du cercle inscrit, I'orthocentre H, le point de
Gergonne G,

x (L -FcosA) =y (1 4+ cosB) =z (1 4 cosC) ,

|

qui s’obtient pour K = r, et son réciproque », point de Nagel, qui
correspond a K = — 7.

Sa seconde équation prouve qu’elle renferme encore un point
particulier ¢,

A
xtg 7 = rlig 5 = zlg
qui ne semble pas avoir été envisagé jusqu’a ce jour. Ce point
s'obtient quand on fait
— R
B C R4 p’

1 4 2 sin?) singsin )

K =

et peut se construire aisément de la manicre suivante.

Soient «, et o, les contacts de AB et AC avece les cercles exinserits
dans les suppléments de A, «, et o, les contacts des prolonge-
ments opposés de ces meémes cotés avee les mémes cercles; puis
prenons les milicux o de «, o, et @ de . er,; T'on a, en désignant
par y' et 5’ les distances de o & AC et AB,

done ¢ est le point de concours des droites \ ', BS’, Cy'.
Si l'on considere a son tour le point ¢, on a de méme

_AU.I_—[)__],
_Aoz2_~p—c

12 .
par suite, Ax B3 et Cy se rencontrent au point ¢’ inverse de ¢.

De son c6té, le point P’ décrit la droite 10 joignant les centres
des cercles inscrit et circonserit, droite qui renferme en outre
I'inverse »" du point de Nagel, son réciproque G’ inverse de G, et
le point ¢’ construit précédemment. Il faut remarquer que [O est
tangente a la conique.

En remplacant dans ce qui précede le cercle inserit & ABC par
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chacun des autres cercles tritangents, on obtient des résultats
analogues sur lesquels je crois inutile d'inssster.

P. Barparin (Bordeaux).

Sur un théoréme de la géométrie riemanienne.

Messieurs les Directeurs,

IKn partant de la supposmon que la somme des angles d’un

(r 1(172g/0 ])u,z.sse etre .su_/)()/ leure a 2 droits, on demontre (]ue loules
les droiles situces dans
™ un plar sont concouran-
) tes. Cette démonstration
1 , peut s’effectuer de dille-
Q prm==m-mmmmm o mmmm o m e S rentes facons. Je crois
; que celle que je donne
N ! ci-dessous est nouvelle
et mérite d’¢tre signalée
F G aux lecteurs de L' Lnsei-

M E gnement mathemaltique.
P Soient CN et RS deux
K B y droites queleonques S1-
tuces dans un méme plan

R fig. 1.
Prenons un point .\
sur I'une d’elles, CN, et menons AB perpendiculaire sur la seconde.
1e Considérons d’abord le cas le plus général ou "\B est per-
pendiculaire sur RS sans 'étre sur CN. Si BAN est "'angle aigu
déterminé en A, portons sur AN, et a partir de A, un nombre
quelconque de longueurs égales entre elles AM, ME, EIF, I'G ... |
puis abaissons sur AB les perpendiculaires ML, EI, I¥), GK ... .
Nous allons d’abord montrer que les longueurs AL, L1, 1], JK..... ,
ainsi déterminées, vont en augmentant a mesure que Fon se rap-
proche de B.

Commencons par prouver que nous avons Al, < L.1. Si nous sup-
posons pour un instant que ML, au lieu d’¢tre la perpendiculaire
abaissée du milieu de AE sur AB, soit la perpendiculaire élevée
sur le milicu de Al, nous verrons que son extrémité serait alors
plus rapprochée de I& que de A. En effet, menons MI. Dans le
lrianglerectangle AEL Vangle AEI doit étre plus grand que le complé-
mentde EAL sinonlasomme des trois angles de ce triangle ne pour-
rait ¢tre supéricure a deux droits. Par suite, cet angle AEl doit
¢tre plus grand que EIM qui est précisément le complément de
MM et aussi cclui de son égal EAL dans le triangle AMI qui serait
tsoccle dapres notre hypothese provisoive., Nous en déduisons que,
dans le triangle MIE, e coté Ml est plus grand que ME, comme
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oppos¢ au plus grand angle. 5t comme dans le cas de cette sup-
position provisoire, MI = MA on aurait done MEE << MA. Par
suite, puisque la perpendiculaire ¢levée sur le milieu de AT abou-
tirait & un point plus vapproché de I5 que de A, nons devons en
conclure que la perpendiculaive abaissée du milicu de AE sur AB
aura ¢videmment son pied plus rapproché de A que de I; nous
avons done AL < LI

Nous allons maintenant prouver que F'on a LI < 1), Prenons
I = LM et menons EP. La somme des angles du quadrilatere
birectangle LMIF) devant étre supéricure a4 droits, la somme des
deux angles MIFJ et IFML doit évidemment étre supéricure a2
droits.

Si, pour un instant, nous supposons que K1, au licu d'étre la
perpendiculaire abaissée du milicu de MIF sur LJ, est, au con-
traire, la perpendiculaire ¢levée sur le milicu de 1.J, nous voyons
immedédiatement que les angles EPJ) et EMIL seraient alors égaux
ct auraient par suite le méme supplément EPIY. Done, pour que
la somme MIYJ 4 IFMIL soit supéricure a 2 droits, il faut néces-
sairement que le premier de ces deux angles soit supérieura EPI.
Dans le triangle EITP, P serait done plus grand que EF comme
oppos¢ au plus grand angle. Mais notre hypothese provisoire
entrainant K7 = [EM] 1l en vésulte M > Ei7; ce qui signifie que
le sommet de la perpendiculairve élevée sur le milicu de L) serait
plus rapproché de I© que de M. Par suite, le pied de la perpendi-
culaire abaissée du milicu de MF sur L) sera en véalité plus pres
de I que de J. Nous avons done L1 <7 1).

[l sera tout aussi facile d'é¢tabliv en troisicme licu que 1J est
plus petit que JK, et ainsi de suite. Or, en admettant méme que
les perpendiculaires abaissées des points M, I, I, G ... nedéter-
minent que des segments égaux sur AB, il nous serait déja aisé
de prouver que les droites CN et BS se coupent; car, si 'un de
ces segments est contenu plus de 2 fois (7 désignant un nombre
entier, et moins de 2 4 ifois dans AB, il suflit de porterin 4 1
fois la longuceur AM sur la divection AN, a partiv de A, pour obte-
nir quelque part sur AN un point tel que la perpendiculaire mence
de ce point sur la diveetion ABY tombe au dela de B, AN pro-
longé rencontrant alors nécessairement RN au-dessus de A3, |
Jortiori en sera-t-il ainsi lorsque les segments déterminés sur AB
par les perpendiculaires iront en croissant de A vers B. Les deux
droites considérées sont done concourantes au-dessus de AB.
C. Q.1 D.

2° FExaminons maintenant le cas particulier ou les deux droites
considérées A() et BS sont perpendiculaives a une troisieme AB.
Prenons AQ = BS et menons QS. Dans le quadrilatere birectan-
gle isocele ABQS, les deux angles ¢gaux en (Q et en S sont obtus.
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Soit TX la perpendiculaive en S sur QS; elle tombe nécessaire-
ment & intéricur de 'angle obtus QSB. Tes deux droites AQ et
TN font done, la premiere, un angle aigu 1 au-dessus de QS, la
scconde un angle droit QSX avee OS. Nous sommes alors rame-
nés au premier cas, ou cas général. Par suite, les deux droites
considérées, sullisamment prolongées, se rencontreront au-dessus
de QS; mais, comme AQ ne saurait rencontrer TN sans couper
d’abord la droite BS prolongée, nous en concluons que AQ et BS
ont un point commun au-dessus de QS. C. ). . D.

Remarque 1. 1.es perpendiculaives AQ et BS ont évidemment
au-dessous de QS un second point d’intersection, symétrique du
premier par rapport & AB. Elles renferment done un espace. Il en
st de méme pour deux droites quelconques du plan. On trouvera
pour ce second cas, qui est le cas général, unce démonstration
tres claive dans les
Premiers  principes D
de métagéometrie du
professeur Mansion.

Remarque [l. Si,
dans le tl'ianO'l 1*0('
tangle ABD |(fig.
nous supposons quo |
les perpendiculaives A L [ J K B
ML, EI V), GK...,
ont été menées de
telle sorte que leurs pieds déterminent sur AB des segments égaux,
AL=LI=1) =JK = ..., il sera facile de prouver que l'on a:

AL Al AJ AK AB
— ~—
A SAE S~ aF <1 < <1p

N .)
[Fig. 2.

. . AB
Pour que tous les rapports qui précédent = deviennent égaux

AD
a ce dernier, il faudra les vendre plus grands en diminuant leurs
dénominateurs IO‘%])F‘L’[]fS des quantités Mm, Fe, [/, Gg. ..., ou
hys gy g Ay, oo, telles que Pon ait
AL AL Al AR AB
AM — 0 7 AE — D T AF —% T AG — a7 T AD

Malgré cela, les triangles LAm, TAe, JAZ KAg, ... ne scront
ni semblables entre eux, ni sombl(ﬂ)los a BAD; car les figures
semblables n'existent pas dans les géométries non-euclidiennes
[l faut cependant faire exception pour les polygones réguliers et
pour les figures égales évidemment).

Edmond Borpace.
(S'-Denis; lle de la Réunion.)
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