Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 6 (1904)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: LES PRINCIPES ANALYTIQUES DE LA GEOMETRIE
Autor: Combebiac, G.

Kapitel: IV GEOMETRIE METRIQUE

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-7558

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 12.03.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-7558
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

e R AT Al b

ST
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déduisent des axiomes PI et PII, pris au sens analytique.
Ce second axiome esl représenté dans le plan par le théo-
reme de Desargues.

Il exisle une infinité de familles de lignes satisfaisant a
ces axiomes, qui fournissent chacune une interprétation des
propositions de la Géométrie projective.

On sait, au moyen de chacune de ces familles, établir des
systemes de coordonnées, qui sont univoques lorsque les
lignes considérées satisfont a I'axiome PIII.

Y
GEOMETRIE METRIQUE

GROUPES METRIQUEs. — La Géométrie métrique met en
cuvre, en plus des notions que nous avons déja exposées,
celle de déplacement sans déformation, base de l'idée de
'égalité des figures, dont'étude est I'objet essentiel de cette
Géomélrie (la perpendicularité qui intervient dés les pre-
mieres propositions est définie au moyen d'une égalité
d’angles).

Sophus Lie a énoncé les propriétés fondamentales des
déplacements sans déformation.

Nous choisirons, parmi les deux systemes équivalents
d’axiomes qu’il a donnés, celui dont I'interprétation géomé-
trique est la plus directe. Mais nous entendons toutefois,

* suivant le principe constamment suivi dans cette étude, les
~cmployer dans leur signification analytique, signification
' loujours précise en vertu des axiomes Al et AII.

MI. — Les déplacements sans déformation (Bewegungen)

- sont des transformations ponctuelles qui constiluent un
- groupe réel et continu comprenant les inverses de toutes ses
Aransformations.

ML — 8¢ lon fixe un point quelconque, tous les poinis

susceplibles d’élre atleints par wn autre point quelcongue sonl
Ysilués sur une surface contenant le second point et ne conte-
s nant pas le premier.

L’Enseignement mathém., 6¢ année ; 1904. 14
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MU — Autour du point fixe il existe un domaine triple-
ment étendu et de dimensions finies, dans lequel tout point
peut atteindre, par un déplacement continu, tout autre point
stlué sur la surface correspondante, définie ci-dessus.

Sophus Lie démontre que ce systeme d’axiomes, dont la

signification analytique esl bien déterminée, caracltérise les
groupes conlinus de transformations projectives conservail
chacun wune quadrigue, ordinaire ou dégénérée, et les groupes
qui leur sont semblables, ¢’est-a-dire qui peuvent élre obte-
nus au moyen des premiers par l'application d'une transfor-
mation ponctuelle.

Nous appellerons métrigues ces divers groupes.

Parmi les propriétés qui leur sont communes, nous signa-
lerons, en premier lieu, la suivante:

Dewx points étant fixes, un déplacement continu est encore
possible, dans lequel restent fives les divers points d’une ligne
passant par les deuwx points.

Les lignes ainsi introduites, étant déterminées par la con-
naissance de deux de leurs points, forment une famille a
quatre pzu'al‘nétres. Appelons—les axes du groupe mé‘trique.

Dans le cas ou le groupe métrique est projectif, c'est-
a-dire est composé de transformations projectives, il esl
facile de voir que ses axes sont les lignes droites.

De la manicre méme dont les groupes mélriques non pro-
jectifs sont obtenus, suivant le théoreme de Sophus Lie, au
moyen des groupes mélriques projeclils, il résulte que les
axes relatifs a chacun d'ecux sont les lignes transformées des
lignes droites au moven d’une transformation ponctuelle.

Comme, d'autre part, les propriétés Pl et PII des lignes
droites sont évidemment de celles qui se conservent dans une
transformalion ponctuelle générale (loutes réserves étant
failes loutefois au sujet de particularités pouvant élre intro-
duites par 'existence de singularités, de déterminations mul-
tiples, elc.), on peut énoncer le théoreme suivant:

Les propriétés Pl et Pl des lignes droiles appartiennent éga-
lement aux axes de lout groupe métrigue.

Etant donné une famille de lignes satisfaisant aux axiomes
P1 et PII, 'on pourra toujours déterminer, par le procédé
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indiqué au paragraphe 1I, un systéme de coordonnées (uni-
voque ou non). Toul groupe métrique admettant ces lignes
pour axes est représenté, dans ce systeme de coordonnées,
par des équations qui, dans un systéme projectif de coordon-
nées, représentent un groupe métrique projectif, de sorte
que: a lout groupe projectif mélrique correspond un groupe
métrique admettant pour axes les lignes d’une famille don-
née, satisfaisant aux axiomes Pl et PII.

Tout groupe métrique donne lieu a une interprétation de
la théorie de la mesure, en entendant par « égalité de deux
figures » leur superposabilité au moyen d’une transformation
du groupe.

Les diverses notions qui interviennent dans la Géométrie
ordinaire (sauf, pour le moment, les paralleles) trouvent
place dans cetle interprétation, et, en premier lieu, la dis-
lance, qui se présente comme un invariant, par rapport au
groupe, d'un couple de points.

’armi les propriétés communes aux groupes métriques,
nous citerons la suivante:

Par une transformation du groupe, un point quelconque
peut atteindre (transivité du groupe) tout point dont il n’est
pas séparé par la surface invariante du groupe (dans les
groupes projectifs : quadrique conservée ou plan de la coni-
que conservée). Pour cetle raison nous appellerons celte sur-
lace U'infini métrique.

La distance (définie par rapport au groupe considéré) d’un
point de I'espace a un point de l'infini métrique est infinie.

Ecartant les groupes dans lesquels les transformations
laissant un point fixe présentent des propriétés trop diffé-
rentes de celles des rotations ordinaires autour d’'un point,
nous distinguerons trois catégories de groupes métriques:

Groupes euclidiens, transformés des groupes projectifs
qui conservenl une conique imaginaire située dans un plan
réel ;

( (Jroupes riemanneens, transformés des groupes projectifs
qui conservent une quadrique imaginaire & équation réelle;

- Groupes lobatchewskiens, Lransformeq des groupes projec-
; Lils qui conservent une quadrique réelle entourant la région
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de I'espace a laquelle s’appliquent les propositions que nous
avons en vue.

Rien ne s’oppose a priori a ce que I'on fasse toutes combi-
naisons entre les diverses hypothéses possibles sur la forme

des axes, la catégorie du groupe et la position dans I'espace

de T'infini métrique.

Cest ainsi que 'on peut établir des métriques non-eucli-
diennes sur le plan, en conservant leur role aux lignes
droites et une métrique euclidienne sur la sphére, en faisant
jouer le role des droites par les grands cercles '

GROUPES METRIQUES PROJECTIFS. — Nous avons vu que les
groupes métriques projectifs sont ceux dont les axes sont
les droites.

Comme les propriétés geométriques résultent exclusivement
des axiomes, celles des groupes métriques projectifs s’éten-
dent forcément a tous les groupes métriques dont les axes
satisfont a I'axiome PIII, pourvu toutefois que, dans l'inter-
prétation figurée des propositions, I'on remplace les lignes
droites par les axes du groupe considéré.

Mais I'attribution de la projectivité aux groupes a étudier
présente 'avantage de nous permettre I'emploi légitime
des termes: plan, conique, quadrique, etc., qui simplifient le
discours.

Nous allons signaler les principales divergences que
présentent les trois catégories de groupes métriques pro-
jectifs.

1> Le groupe est lobatchewskien.

L’infini métrique est alors constitué par un ellipsoide en-
veloppant la région de I'espace a laquelle s’appliquent les
propositions. |

Parmi les transformations du groupe se distinguent celles
dans lesquelles tous les points d'une droite restent fixes: nous
les appellerons rotations, par généralisation de la significa-
tion de ce terme.

Dans une rotation une autre droite reste également fixe,
savoir la conjuguée de l'axe de rotation par rapport & la

t Cf. ComBuBIAc, L'espace est-il euclidien? 1 Enseignement mathématique, Anndée 1903.

F



-

LES PRINCIPES ANALYTIQUES DE LA GEOMETRIE 205

quadrique fondamentale, mais les points de cette derniére
droite ne restent pas fixes, ils se déplacent sur elle, de sorte
que celle-ci glisse sur elle-méme.

On peut donc dire qu’a tout axe de rotation correspond un
axe de glissement.

De deux droites conjuguées, l'une rencontre réellement
I'infini métrique, I'autre non.

Toute transformation du groupe peut étre obtenue par la
succession de deux rotations effectuées respectivement au-
tour de deux droites coujuguées, c'est-a-dire par la succes-
sion d'une rotation et d'un glissement effectués autour et le
long d’'une méme droite.

Dans une rotation simple (qui est aussi un glissement
simple), les plans passant par l'axe de glissement restent
fixes, puisque chacun d’eux contient une droite fixe et un
point fixe, savoir le point ou il rencontre I'axe de rotation.
En outre les points extérieurs a l'axe de glissement décri-
vent, dans les plans fixes, des coniques bitangentes a la qua-
drique fondamentale aux points ou celle-ci est rencontrée
par cet axe.

Par la répétition indéfinie d'une de ces transformations —
rotation simple ou glissement simple, — les divers points de
I'espace tendent vers I'un des points L de l'infini métrique
communs a leurs trajectoires.

La translation lobatchewskienne d'un segment le long
d'une droite ne permet pas la mesure de tous les segments
& de cette droite, puisque les points situés a Pextérieur de la
quadrique fondamentale ne peuvent pas étre atteints par le
& segment pris pour unité.

2 M. Veronese ' en conclut a I'existence de segments déier-
gt minés qui seraient infinis et a la nécessité d’introduire dans
¢ l'analyse mathématique l'idée de Dinfini actuel.

¢ Cette interprétation du mot «infini » en modifie comple-
tement, a notre avis, la signification, laquelle est tres pré-
 cise el réside tout entiére dans I'idée de la répétition indé-
& linie d'une opération déterminée.

VERONESE. Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen, traduit de Iitalien par
A Schepp; Teubner, Leipzig, 1894.
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On se trouve d’ailleurs, dans le cas acluel, simplement en
présence du fait tres vulgaire qu’est l'existence dune li-
mite. _

Un élément x (ici 'extrémité d’'un segment sur une droite
ou sa coordonnée) est déterminé par un nombre N d'opéra-
tions (ici la translation d'un segment pris pour unité).

Ce fait s’exprime en disant que x est fonction de N.

Quelle difficulté particuliere trouve-t-on a concevoir que
xtende vers une limite (point ou nombre) déterminée, lorsque
le nombre entier N augmente indéfiniment? Toute existence
de limite est réductible a un fait de cette espéce.

Dans le cas qui nous occupe, st l'on désigne par y la lon-
gueur lobatchewskienne du segment qui a pour coordounée
univoque .r, I'on a

20— x
y = 2c¢ log e T o
fonction qui devient infinie pour les valeurs de la variable

X = j_—_ 2c.

2° Le groupe est riemanunien.

L'infini métrique est une quadrique imaginaire a centre
réel.

Deux droites conjuguées par rapport a cette quadrique ne
se distinguent pas 'une de 'autre par leurs propriétés.

Les trajectoires dans une rotation (ou glissement) simple
sont bitangentes a la quadrique fondamentale, mais en des
points imaginaires.

Parmi les particularités qui distinguent ce groupe, nous
signalerons que la translation d’un segment sur une droite,
répétée un nombre fini de fois, fait atteindre ['infini,
fait qui indique simplement I'impossibilité d’une telle répé-
tition et qui, analytiquement, tient a ce que la fonction

X ) . \
2¢ arclang 5~ tend vers une valeur finie, lorsque x croit

indéfiniment.

3° Le groupe est euclidien.

La quadrique fondamenlale est dégénérée en une conique
imaginaire a plan réel.
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La conjuguée d'une droite quelconque de I'espace est une
droite de ce plan, de sorte que les rotations et les transla-
tions constituenl des opérations se distinguant nettement
les unes des autres.

Par une translation indéfiniment répétée, un point tend,
comme par une translation lobatchewskienne, vers un point
de l'infini métrique, mais si nous supposons rejeté a L'infini
le plan de l'infini métrique, c’est-a-dire si nous supposons
que I'équation de ce plan tende a étre satisfaite par les coor-
données d'un point qui s’éloigne indéfiniment, 'on tombe
sur la géométrie vulgaire.

Prixcipe v’ArcHiMEDE. — Sans toucher en rien a l'idée de
figure, qui constitue en somme 'unique concept en dehors
duquel le mot « Géométrie » perd toute signification, nous
pouvons établir des « métriques » ou interviennent toutes
les notions auxquelles conduit I'étude de la mesure géomé-
trique, mais ot les opérations et les figures correspondantes
aux propositions ne sont plus celles de la Géométrie vul-
gaire.

Il nous suflit, pour cela, de remplacer 'opération fonda-
mentale de la Géométrie vulgaire qui consiste dans le « dé-
placement sans déformation » des figures par d’autres opé-
rations ayant des propriétés soit identiques, soit peu dif-
férentes.

Dans chacune de ces métriques intervient une famille de
lignes jouissant des propriétés atiribuées aux lignes droites
par les axiomes projectifs PI et PII, et chacune de ces
familles peut étre considérée comme la famille des axes d’une
~infinit¢ de groupes métriques des trois catégories.

. Nous avons vu, dans I'examen des groupes métriques pro-
- Jectifs, c’est-a-dire des groupes dont les axes sont les lignes
~droites, que, parmi eux, il n’existe pas de groupes lobatchews-
kiens ou riemanniens donnant lieu a la propriété ordinaire
~ d’une translation en ce qui concerne sa répétition indéfinie.
~ Examinons donc, dans le cas général, les conséquences
de I'admission d’un nouvel axiome, (ue nous énoncerons,
g sous le titre d’Axiome d’Archiméde, de la maniére suivante
?1 MIV. — L'opération consistant a déplacer (sans déforma-
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tion) un segment sur un axe du groupe peut étre continuée
indéfiniment et permet d’alteindre tout point de cet axe.

Cet axiome pourrait aussi s’exprimer en disant que 'addi-
tion métrique de deux segments sur un axe jouit de la
propriété archimédienne, propriété qui résulte en somme
du fait que cette addition donne toujours un résultat et
un seul.

U'ne conséquence de l'axiome M1V consiste en ce qu’un
point de I'espace peut atteindre tout autre point et par suite
ne peut eétre séparé de lui par la surface de 'infini métrique,
de sorte que cel infini méirique ne peut comprendre des
points déterminés de 'espace.

Les conséquences principales de I'axiome MIV pourlestrois
catégories de groupes métriques, sont les suivantes :

I° Groupe euclidien: l'espace est une variété ouverte,
I'équation du plan de I'infini métrique (ou plutot de la sur-
face qui joue ce role) est vérifiée a la limite par les coordon-
nées dun point qui s'éloigne indéfiniment, les axes du
groupe forment une famille de lignes ouvertes et présentant
la propriété de 'unicité de 'asymptotique.

2° Groupe lobalchewskien : 'espace est encore une variété
ouverte, la surface qui joue le role de la quadrique fonda-
mentale est composée — pour ainsi parler — des points
de l'infini, et les axes sont encore des lignes ouvertes, mais
ne preésentant pas la propriété de l'unicité de l'asympto-
tique. *

3° Groupe riemannien : l'espace est une variété fermée,
les axes sont des lignes fermées.

Nous voyons que l'axiome d’Archimeéde constitue le lien
entre la catégorie des groupes métriques et la forme de
leurs axes.

L’admission des quatre axiomes métriques et de l'axiome
PIIT caractérise les groupes euclidiens dont l'infini métri-
que est rejeté a l'infini. Si nous employons le pluriel, c’est
qu'il existe une infinité de ces groupes, chacun correspon-
dant & une famille d’axes possédant les propriétés atiribuées
aux lignes droites par les axiomes projectifs, y compris
'axiome PIII.
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Parmi eux se trouve le groupe qui admet pour axes les
droites idéales.

Les groupes lobatchewskiens satisfaisant a I'axiome d’Ar-
chimede ne sauraient avoir pour axes les droites idéales, et
c'est a la signification multiple, — parce (qu’arbitraire —
qui a été donnée au mot « droite » que doivent élre attri-
bués en grande partie les malentendus auxquels a donné
lieu 'introduction des géométries non-euclidiennes.

Quant aux groupes riemanniens, il ne peut en exister qui
satisfassent a 'axiome d’Archiméde que sil’espace est une
variété fermée.

COORDONNEES METRIQUES. — Supposons que l'on établisse’

un systeme de coordonnées, a la maniere des systemes em-
ployés en géoméltrie analytique, au moyen de trois axes rec-
tangulaires et des distances des points de l'espace a ces
axes, les axes, la rectangularité, la distance constituant des
notions relatives au groupe métrique choisi.

Un tel systéme de coordonnées sera dit métrique.

[l est facile de voir que, pour les groupes euclidiens et
lobatchewskiens, 'axiome MIV équivaut au suivant:

(MIV) Les systémes de coordonnées métriques sont uni-
poques.

Cet axiome ne peut étre applicable aux groupes rieman-
niens que moyennant une extension de la signification du
mol: « univoque ».

Sur une surface fermée, simplement connexe, on peut,
en vue d'établir un systeme de coordonnées, tracer des
lignes appartenant a deux familles différentes, telles que par
tout point de la surface, il passe une ligne et une seule de
chaque famille. On aura déterminé ainsi un systéme de coor-
données, qui ne saurait étre univoque, puisque la surface est
fermée, mais qui jouit des propriétés essentielles des sys-
lemes univoques. |

Ces considérations s’étendent aux variétés triples, de sorte
que l'axiome (MIV)" peut étre considéré comme équivalent,
a I'axiome MIV pourles groupes métriques de toutes les caté-
gories, a4 la condition d’étendre, comme nous venons de 'in-
diquer, la signification du mot « univoque ».
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Nous sommes maintenant en mesure de préciser le motif

de certaines divergences que présente la question des géo-
métries non-euclidiennes suivant le point de vue ou l'on se
place.

Bolyai et Lobatchewski, ainsi que ceux qui ont suivi leur
vole, prenant pour point de départ les propriétés les plus
(ntuitives — (qu’on nous permette ce terme dont nous avons
généralement évité 'emploi en raison de son imprécision —,
ont admis — inconsciemment, puisque leur raisonnement
est imaginatif, — des propriétés équivalentes aux axiomes
métriques, c’est-a-dire aux trois axiomes de Lie et a 'axiome
d’Archimede, et ont laissé de coté le postulat des paralleles
au sens ou il se confond avec notre axiome PILI, propriété
qui a paru moins solidaire du bloc géométrique, parce que
I'intuition prend du vague lorsqu’on fait appel a l'idée de
I’éloignement indéfini, et d’ailleurs seule propriété fonda-
mentale qui fut alors explicitement énoncée.

Nous avons indiqué les conséquences de ces hypotheéses
et montré qu’elles sont incompatibles avec les propriétés des
groupes métriques projectifs, si 'on ne modifie pas la con-
ception des lignes idéales appelées « droites ». Cest unique-
ment au maintien de ce mot pour désigner des conceptions
différentes que sont dues les dissertations scholastiques sur
la « forme », la « nature », la « structure » de ’espace, expres-
sions qui présentent sans doute une signification claire pour
les personnes qui les emploient.

Quant aux analysles, dont Riemann, Helmholtz, Cayley, So-
phus Lie, pour ne citer que les plus illustres, leur générali-
sation porte sur la notion de déplacement ou celle de dis-
tance, qui la représente. Dans ces conditions, surtout si un
point n'est rien autre qu'un ensemble de trois coordonnées,
ni 'axiome d’Archimede ni celui de 'unicité de 'asymptoti-
quenes'imposent. Les systémes de coordonnées projectifs per-
mettant de représenter tres simplement les diverses métri-
ques, on était conduita donner au postulat des paralleles une
signification purement métrique sans relation avec la forme
des axes du groupe considéré. Aussi les anélystes se sont-1ls
surtout attachés aux cas des groupes métriques projectifs.
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DEFINITION DE LA LIGNE DroITE. — Une ligne droite est
déterminée (parmi les lignes droites) par la connaissance de
deux de ses points.

Cette propriété me saurait constituer une définition des
lignes droites, et nous avons vu qu’il existe une infinité de
familles de lignes qui présentent toutes les propriétés de la
famille des droites intervenant dans les démonstrations géo-
métriques et qui sont susceptibles de donner lieu a des doc-
trines ne différant de la Géométrie ordinaire que par les
figures correspondantes aux diverses propositions.

Pourtant la proposition ci-dessus, suppression faile des
mots entre parentheéses, a é1é prise parfois comme définition
de la ligne droite.

Cette facon de voir s’explique, si elle ne se justifie pas,
par la confusion en vertu de laquelle l'intuition privée de
critique a incorporé 'idée métrique (basée sur celle de figure
indéformable) dans I'idée de figure, alors que, dans la con-
ception analytique, plus consciente et mieux informée, cette
derniére est laseule 1dée essentielle de la Géométrie, la seule
en dehors de laquelle le mot « géométrique » ne peut rece-
voir qu'une signification arbitraire.

La ligne droite est la seule ligne qui soit covariante (pour
ainsi s'exprimer, en étendant la signification de ce terme
emprunté A la théorie des formes algébriques) d’'un couple
de points dans tous les déplacements sans déformation, puis-
que c’est la seule ligne qui reste fixe dans ceux de ces dépla-
cements qui laissent fixe le couple.

On peut donc dire que la ligne droite est la seule ligne
qui soit déterminée par deux points et par l'idée de déplace-
ment sans déformation. Mais nous avons vu que cette idée
est restée incorporée dans l'idée géométrique elle-méme
avec une telle force de cohésion que personne n’a songé,
avant I'immortel rationaliste Helmholtz, a la dégager expli-
citement des concepts synthétiques ou elle était latente.

L'idée vulgaire, suivant laquelle la ligne droite est déter-
minée par dewx de ses points, est donc légitime suivant la
conception dans laquelle I'idée de déplacement fait partie
intégrante de l'idée géométrique, c'est-a-dire dans laquelle
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les propriétés métriques d'une figure sont des propriétés
« intrinséques » de cette ﬁgure.

L'explication de ces associations d’idées est d'ailleurs évi-
dente, si 'on admet l'origine empirique des idées, théorie
féconde, magistralement établie par Helmholtz! et lumineu-
sement développée par Taine?: n'avons-nous pas en eflet
acquis I'habitude de considérer Videntité de la plupart des
objets comme non affectée par leur déplacement?

CoxcrustoN. — Les notions non définies mises en ccuvre
dans les traités classiques de géométrie peuvent étre réduites
a deux concepts: celul de figure ‘comprenant les concepts
de point, ligne, surface, continuité) et celui de déplacement
d'une figure invariable.

Les propriétés de ces concepts interviennent dans les dé-
monstrations classiques par le procédé que nous avons ap-
pelé le raisonnement imaginatif, a 'exception de la propriété
des lignes droites exprimée par le postulat des paralleles,
qui constitue ainsi le seul axiome explicitement énoncé.

Les résultats de I'examen critique auquel nous avons pro-
cédé peuvent étre résumés de la maniere suivante :

Les quatre axiomes métriques (les trois de Lie et celui
d"Archimede particularisent les déplacements d'une figure
invariable parmi les transformations ponctuelles, de sorte
que l'on peut, tout en réservant la possibilité de pousser
plus loin l'analyse, fonder la Géométrie sur les seuls con-
cepts de figure et de (ransformation ponctuelle.

Toutes les propriétés géométriques découlent de 'axiome
Al des quatre axiomes mélriques et de 'axiome PIII, par
lequel est représenté le postulat des paralleles, de sorte que
tous les groupes de transformations ponctuelles satisfaisant a
ces axiomes (I'énoncé de l'axiome PIII étant libellé de ma-
niere a viser les axes des groupes métriques et non pas
seulement les lignes droites) donnent lieu a des propriétés
susceptibles d’étre exprimées par les diverses propositions
de la Géométrie, pourvu que 'on modifie convenablement la
signification des mots: égalité, droite, perpendiculaire, ete.

1 HenMiontz. Optique physiologique.
2 TAINE. De UIntelligence.
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L'on obtient encore des métriques, mais pouvant différer
plus ou moins de la métrique ordinaire, en laissant de coté
les axiomes MIV et PIII, c’est-a-dire en prenant pour base
de V'égalité géoméirigue un groupe métrique quelconque,
savoir un groupe satisfaisant aux trois axiomes de Lie.

Dans une telle métrique, un role important est joué par
une famille de lignes (axes du groupe métrique) présentant
les propriétés attribuées aux droites par les axiomes PI et
PII, et réciproquement, a toute famille de lignes jouissant
de ces propriétés on peut faire correspondre une infinité de
métriques.

L’on peut choisir notamment pour axes les lignes droites
idéales, et alors les groupes métriques correspondants sont
projectifs.

Mais, dans le cas ot 'on admet 'axiome d’Archimeéde, il
y a relation étroite entre la catégorie du groupe (euclidien,
lobatchewskien ou riemannien) et celle de la famille des axes
(lignes ouvertes présentant ou non la propriété de 'unicité
de 'asymptotique et lignes fermées). Dans le cas du groupe
riemannien, 'espace lui-méme est une variété fermée.

Terminons en émettant le veeu qu’il en soit fini avec le ca-
ractere déconcertant qu'a pris la question des Géomélries
non-euclidiennes, caractére si opposé a 'esprit scientifique.
Il suffirait pour cela que les gens raisonnables (et I'on doit
comprendre parmi eux tous les mathématiciens) veuillent
bien éviter 'emploi des mots: Géométries non-euclidiennes,
espace, plans, droites non-euclidiens, alors qu’il s’agit sim-
plement de métrigues non-euclidiennes et de familles de sur-
laces ou de lignes ayant des propriétés communes avec les
plans et les droites.

Si cette étude pouvait contribuer a ce résultat, nous nous
[¢liciterions de I'avoir entreprise.

G. ComseB1asc (Limoges).
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