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LES PRINCIPES ANALYTIQUES DE LA GEOMETRIE

INTRODUCGTION

LE RAISONNEMENT GEOMETRIQUE. — Précisons d’'abord ce que
I'on doit entendre par la question des Principes de la Géo-
métrie.

Si 'on examine avec quelque attention les démonstrations
géométriques —etles considérations que nous allons dévelop-
per s'étendent facilement aux autres sciences rationnelles —,
on reconnait rapidement que les arguments employés se divi-
sent en deux catégories.

Les arguments de la premiere catégorie consistent a met-
trent en évidence l'identité logigue (de Xéyog, langage) d’une
proposition avec une autre déja admise, combinée généra-
lement avec des définitions de mots n’ayant pas d’autre effet
que d’abréger le discours.

C'est a ce procédé de raisonnement que s’appliquent pres-
que exclusivement les conseils généralement donnés — par
Descartes, Pascal et bien d’autres — en vue d’enseigner &
raisonner correctement.

[l ne s’agit la que de combinaisons plus ou moins trans-
cendantes de mols ou de signes, et la possibilité d'intro-
duire des définitions nouvelles assure l'extension indéfinie
de la science.

On concoit la possibilité virtuelle de remplacer, pour
une telle opération, le cerveau humain par une machine
raisonner.

C'est la le raisonnement proprement logique.

L’Enseignement mathém., 6¢ annde ; 1904. 12
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Ce procédé de raisonnement n'est pas le seul employé en
Géomélrie.

Considérons, par exemple, la démonstration donnée par
Legendre de la proposition : « D'un point A pris hors d'une
droite GD on peutl abaisser une perpendiculaire sur celie
droite. »

« Prenons sur CGD un point B, et menons AB; faisons
« angle DBA" égal a I'angle DBA; prenons BA'=—=BA, et u-
crons la droite A\, Les deux triangles ABE, A’BE, ont le
ccoté BE commun; AB=BA’, et I'angle ABE est égal a
angle EBA; ils sont done égaux. On en conclut, ete. »

Le raisonnement ci-dessus n'a une signification que moyen-

—~

~

—~

nant une figure. Nous devons effectuer, ou tout au moins
nous repreésenler, les diverses opérations indiquées et en
constaler ainsi la possibilité, en confondant dans une méme
évocalion les éléments géométriques el leurs propriétés.

Ce n'est plus de la pure logique.

Si, a la rigueur, la deuxieme phrase du raisonnement cité
peut étre assez lacilement ramenée, par une inlerprétation
purement logique, a des propositions antérieurement énon-
cées, il ne saurait en ¢tre de méme de la premiere phrase et
celle-ci suppose que P'on suilles opérationsindiquées sur une
figure, en évoquant mentalement les propriétés que compor-
tent implicitement les notions de droite, d'angle ¢t d’égalité
oéométrique.

L’on eflectue ainsi un raisonnement par images senso-

rielles.
C'esl la le raisonnement imaginatif — cerlains disent in-
Ludtef.

Ce procedé, dans lequel on se contente de conslater de
oisu les propriétés admises pour les nolions mises en wuvre,
dispense de la tache diflicile d’exprimer explicitlement ces
propriétés.

Son danger cohsisle en ce que, enlrain¢ par I'image sen-
sorielle, forcément particuliére, qui sert de guide au raison-
nement, on risque d’atlribuer aux conclusions une généra-
lité illégitime; bref ce procédé distingue mal ce qui découle
logiquement des propositions antérieures de ce qui est d
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aux propriétés de la figure particuliere que I'on a devant les

yeux.

Les deux sortes de raisonnement que nous avons carac-
térisées par les qualificatifs de logique et imaginatif peuvent
'étre aussi par ceux de analytique et synthélique, ces termes
se justifiant par cette considération que la premieére caté-
oorie nécessite une deécomposition préalable des notions en
leurs différentes propriétés, afin de préciser nettement celles
qui interviennent, tandis que, dans la denxieme catégorie,
chaque notion se présente avec toutes ses propriétés, sans
que I'on distingue nettement celles qui sont réellement uti-
lisées dans la déduction.

Avertissons. a celte occasion, que, dans la suite de lapré-
~ sente étude, les mots analyse et analytique se rapporteront
- exclusivememt a I’Analyse mathématique, c’est-a-dire a la
~ Théorie des Nombres.

- LA QUESTION DES FONDEMENTS. — La question des Prin-
. cipes de la Géométrie a pour objet la détermination précise
~ de tout ce qui, en Géomeétrie, ne peut étre rattaché a la pure
' logique et la distinction de la part d'influence qui revient

~aux différents concepts qui seront ainsi mis en évidence.

- La solution de la question comporte 1'établissement d’un
- systeme de fondements permettant d’éliminer totalement (du
“moins théoriquement) le raisonnement imaginalif et com-
- prenant :

[ des notions fondamentales, au moyen desquelles toutes
- les autres puissent ¢lre construites par de simples défini-
 tions logiques (alias : définitions de mots);

2% des axcomes. c’esl-a-dire des propositions exprimant
~ certaines propriétés de ces notions fondamentales, telles que
les aulres proposilions de la Géométrie puissent en résulter
par déduction logique, avec combinaison des définitions
que 'on est successivement conduit a introduire.

. Observons lout de suite que, au point de vue auquel nous
hous placons, les axiomes ont pour unique caracléristique
d'étre admis sans démonstration. 11 n’est donc nullement
¢ question de décider s’ils sont vrais ou faux — question qui
Hne pourrait avoir quune signification physique —; évidents
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ou non — (uestion sans signification précise — ; d’origine
empirique ou «aprioristique — question d’ordre exclusive-

ment psychologique.

Dans la voie qui conduit aux éléments irréductibles de
la GGéométrie, on peut s’arréter plus ou moins loin, et I'on
néglige des points de vue fort intéressants, lorsque l'on
pousse d'une traite jusqu’aux régions dénudées ou la raison
s'exerce sur de pures abstractions.

Dans ces dernieéres années, les principes de la Géométrie
ont fait I'objet de beaux travaux, et I'on est parvenu a plu-
sieurs systemes de fondements, également acceptables, mais
totalement abstraits : les notions prises pour bases sont de
purs symboles (symboles non définis de M. Padoa ), n'ayant
pas d’autres propriétés que celles quon leur attribue au
moyen des axiomes, el a ces propri,étés n'est atlachée aucune
image sensorielle.

Toute image sensorielle est ainsi éliminée, non seulement
du raisonnement, mais encore des notions.

Clest ainst que, pour M. Hilbert? les « Poixts », les
« DrRO1TES », les « PLaxs » sont des étres ou éléments n'ayant
pas d’autres propriétés que celles d’étre susceptibles d’avoir
enlr’eux certaines relations mutuelles exprimées par les
mots « SONT SITUES », « ENTRE », « PARALLELE », « CON-
GRUENT ».

Les mots écrits en majuscules représentent les notions
fondamentales. Chacune d’elles n'a pas d’existence par elle-
méme et ne saurait avoir de propriétés intrinséques.

Les axiomes expriment les propriétés de relation permet-
tant de combiner ces notions telles, par exemple, que:

« Deux points distincts déterminent toujours une droite. »

Une telle théorie ne fait appel qu'aux éléments les plus
abstraits de notre conception, savoir ceux qui n'ont pas
d’autres propriétés que d’étre des concepts.

Méme lorsqu’il se présente des éléments qui, au fond, sont

1 PADOA. Un nouveaw systeme de définitions pour la Geométrie euclidienne. (Comple rendu
du Congres international de mathématiques). (rauthiers-Villars, Paris, 1902.

2 ieBerr. Grandlagen der Geometrie, Teubner, Leipzig, 1899: iraduil en francais par
M. Laugel, Gauthicr-Villars. Paris, 1900.
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des nombres, on est obligé d’établir leurs propriétés, comme
si I'Analyse algébrique n'existait pas. ce qui oblige a con-
sacrer une large place a des considérations qui interessent

plutot cette derniére science que la Géométrie.

Cet ostracisme de 'analyse est d’autant moins avantageux
que, ainsi que l'on s’en rend facilement compte, toutes les
combinaisons d’axiomes envisagées par les divers auteurs —
nolamment la Géométrie non-pascalienne de M. Hilbert —
sont au fond des conceptions analyliques, de sorte que I'em-
ploi de I'"Analyse apporterait la clarté, toul en laissant,
< semble-t-il, la porte ouverte aux hypothéses.

' Sont également des conceptions analytiques les méirigues
- édifices par MM. Minkowski!, Hilbert® et Hamel?, ou dispa-
rait l'idée de déplacement, l'idée de mesure étant basée uni-
~ quement sur la notion généralisée de la distance, qui n'est
plus qu'une fonction d'un couple de points soumise a certai-

~ mnes conditions tres générales.

Il est donc permis, avant d’essayer de créer des concep-
. lions géométriques non susceptibles d’étre représentées par
~des propriétés numériques — nous n’'en connaissons d’ail-
leurs pas —, de demander a ’Analyse tout ce qu'elle peut
 donner.

En oulre, sans méconnaitre le grand intérét que présente,
tant pour la philosophie des Mathématiques que pour l'étude
~de I'intelligence, la réduction de la Géométrie a des concep-
: tions purement logiques, 'on peut trouver utile de ne pas
- pousser aussi loin la dissociation des idées et de s'arréler a

un stade intermédiaire, ou les notions fondamentales et les
axiomes présentent encore une signification figurée (ou, pro-
prement, géomdétrique).

Nous nous sommes donc proposé, dans ce travail, d’établir
les fondements de la Géométrie en prenant pour notions
fondamentales les seuls concepts inhérents a l'idée de figure,
savolr: le point, la ligne et la surface.

Y MINKROWSKLL Geometrie der Zahlen, Leipzig, Teubner, 1896.

2 Hinserr, Mathematische Annalen, Bd. 34. .
- Y Hanw. Ceber die Geometrieen. in denen die Geraden die kiirsesten sind, Gottingen. Die-
‘i tervich, 1901,
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Quant aux axiomes, ils auront pour objet de réduire la
Géométrie a n'étre qu'une application de I'\nalyse algébrique.
Ce résultat atteint, on se trouve sur un terrain solide et bien
connu: la Géométrie est fondée.

Ce point de vue est loin d’étre nouveau: c’est celui de Rie-
mann, Helmholtz, Cayley, Sophus Lie, el nous ne pouvons
avoir la prétention de faire ccuvre bien originale. Nous
crovons toutelois u'il n’est pas sans intérét, dans 'état ot se
trouve actuellement la question des Principes de la Géomé-
trie, de coordonncer, en vue d'une idée d’ensemble, des ma-
lériaux qui, a notre connaissance, sont demeurés épars.

AjJoutons que nous v avons irouvé l'occasion de présenter
quelques observations, qui n’ont peut-étre pas encore été
faites.

DivisioNs pE 1A GeEovMETRIE. — [l est d’ailleurs remarqua-
ble que le point de vue analytique soit précisément celui
d’ott les principes de la Géométrie se présentent sous l'as-
pect le plus clair et qu’il conduise a un classement des
notions géométriques conforme a la division qui s’est natu-
rellement établie.

La géométrie vuigaire ou euclidienne — on s’en rend faci-
lement compte par I'examen de ses principales propositions
— est la science de la « mesure ».

Ses fondements doivent donc étre constitués par les pro-
priétés primordiales de I'égalité géométrique, qui est définie
elle-méme par la superposabilité, de sorte que, en derniere
analvse, comme l'a va pour la premiére fois Helmholtz, les
vrais axiomes de la géométrie vulgaire ne sont autre chose
que les propriétés des déplacements d'une figure inva-
riable.

(C’est pourquoi, les opérations employées dans les raison-
nements que nous avons qualitiés d'imaginatifs, consistent
toujours — directement ou indirectement — dans la super-
position d'une figure a une autre.

(e procédé joue, en Géométrie, le role tenu en arithmé-
tique par le raisonnement par récurrence, qui s'impose la en
raison de la genése méme des nombres entiers, laquelle
s'opere par récurrence.

D i e T el s
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Mais la Géométrie s'est enrichie, depuis Euclide, d'un
heau domaine, d’ou est exclue I'idée de mesure.

On a d’abord établi, au commencement du dernier siécle,
sous lenom de Géométrie de situation ou Géométrie projective,
un ensemble de propriétés basées sur la seule idée de ligne
droite.

Plus récemment s’est constituée, sous le nom d’Analysis
sitds, une doctrine qui s'attache a des propriétés encore plus
générales des figures.

Tels sont donc les trois domaines : Analysis sitis, Géome-
trie projective, Géométrie vulgaire ou métrique, que nous
allons voir apparaitre par I'introduction de notions de moins
en moins générales.

I
ANALYSIS SITUS

REDUCTION DE LA GEOMETRIE A L'ANALYSE. — Le premier
des axiomes qui permettent P'application de I’Analyse algeé-
brique a la Géométrie est le suivant:

A L. Lespace ponctuel peut élre représenté par une variété
(ou multiplicite, Mannigfaltigheit) numérique triple.

Cet axiome ramene a des idées analytiques les notions de
continuité, de ligne. de surface, d’intersection, de conlact.
Mais rien n'empéche d’associer les idées géomélriques aux
expressions analytiques correspondantes.

Nous conserverons donc, comme concepts essentiels de la
Géométrie, les concepts de point, de continuité, de ligne et
de surface, c'est-a-dire ceux qui sont inhérents a l'idée de
figure. |

Pour pouvoir donner une interprétation géométrique a
Paxiome AL, il faudrait concevoir des géométries ou cet
axiome ne fut pas réalisé.

M. [lilbert! a établi une Géométrie, ou les points ne cons-
tituent pas une variété numérique (Géométrie non-pasca-
lienne), mais la théorie ainsi édifiée a une existence pure-

Y Hitserr, Grundlagen der Geometrie.
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