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SUR LA THEORIE ELEMENTAIRE DES SERIES

Il est permis de penser que la théorie élémentaire des
séries, telle qu'elle est enseignée dans les cours de mathé-
maliques spéciales, présente, peut-étre par la force des
choses, un caractéere artificiel et disparate. L’exposé de cette
théorie consiste surtout a passer en revue un certain nombre
de caracteres de convergence ou de divergence, sans qu’au-
cun lien logique apparaisse entre ces différents énoncés.
L'éleve a qui on a remis ces oulils entre les mains, une fois
en présence d'une application a traiter, en est réduit a les es-
sayer tour a lour, & peu pres au hasard ; il esl assez remar-
quable méme que les caractéres qui réussissent le moins
souvent, comme la regle de d’Alembert, sont justement ceux
que les ¢éleves sont le plus portés a employer.

Je me propose de montrer, dans les considérations qui
suivent, comment on peul, sans sortir du terrain ¢lémentaire,
diriger l'application de la théorie d'une maniére plus rai-
sonnée el éviter, dans bien des cas, des tatonnements inu-
tiles. .

Je supposerai qu'il s'agit de séries a termes positifs, et je
m'occuperai surtout des caracteres de convergence.

Remarquons tout d’abord que I'étude d'un caractere de
convergence et de divergence consiste le plus souvent en ceci:
onforme une certaine fonction du rang n, soit f(n), on cherche
ce que devient cette fonction quand »n croit indéfiniment : si
elle satisfait a certaines conditions d’'inégalité, on en déduit
la convergence ou la divergence, la démonstration se laisant
par comparaison avec une certaine série; de sorte qu'en
dermiere analyse, si un caractere de convergence réussit
pour la série (u), c'est parce qu’il permel de définir une

-




SURTATHEORIE FLEMENTAIRE DES SERIES 125

série (0}, telle qu'on a u < ¢ pour n assez grand, ce que

nous exprimerons en disant que («: décroit plus vite que ().

u
Ainsi la regle de d’Alembert | 22 < & < l) emploie comme
u, /
série de comparaison une progression géométrique décrois-
< C
1
sanle, la regle ntu (p. > 1) emploie la série o etc...
Cela étant, considérons les séries de comparaison les plus
employées, et comparons-les entre elles. Soit, par exemple, les

deux séries : o = ALk < L) et ff,= %(y, > 1). On reconnait
que ? tend vers 0, car k" >< nt, si b < 1, tend vers 0.
IJ??,

C'est la un fait bien connu, qui s’exprime, comme on sail,
en disant que la progression géométrique décroit plus vite
que la série ”—H Mais il est utile d’'en déduire les consé-
quences suivantes :

Si (u) décroit plus vite que (a, elle décroit a fortiori plus
vite que 3 ; mais il peut exister des séries décroissant plus
vite que (8! sans décroitre plus vite que (« . Par suite, au point
de vue de la recherche de la convergence, la comparaison
avec (5) est plus avantageuse qu’avec («), car toutes les fois
que la comparaison avec (o s’applique, il en est de méme de
la comparaison avec (3}, sans que la réciproque soit vraie.
On peut de la méme maniére comparer entre elles les diffé-

I 1

rentes séries — quand g varie, les séries —
[ L 14
n 1 L)

['n résultat tres simple, mais tres frappant, se déduit de

U
n{+'l < /17 < I>

etc.

ce qui précede. Si la regle de d’Alembert
L
n

ou celle de Gauchy V'u <k <l)sapplique a une série, la
regle nu, ou, plus généralement, ntu , quel que soit
v > 1 sy appleque aussi. En effet, d’aprés 'hypothése, on

peut démontrer quion a: u, < AL"; il en résulte que .




126 R. BAIRE

tend vers 0. 1l est bien entendu que pour l'instant nous fai-
sons abstraction des diflicultés que peut présenter la consta-
tation de ces dillérents faits pour '’exemple qui sera donné.
Il s’agit en quelque sorte d’'un fait considéré intrinséque-
ment, d'une comparaison in abstracto.

Voici maintenant un second point. Certains caractéres de
convergence emploient la méme série de comparaison,

12 n

comme - et\/u); ; quel est celui des deux qui réussira

u
n

le plus souvent? On démontre généralement dans les cours

17 n
" a une limite, \/un a la méme lLimite. Mais on

U
n

que si

peut obtenir des résultats plus complets ; on peut donner,
en effet, le théoréme suivant.

Soit une série (). Si, parmi toutes les progressions géomée-
triques décroissantes, il en existe une, soit (¢), telle que (]

n '

décroit plus vite que (), \/un reste inférieur, pour n assez
grand, & un nombre plus petit que 1. En effet, d’apres Fhy-
pothése, il existe une série de terme généralwn: AR e <,
telle qu'on finit par avoir : u < AL"; on en déduit

n n

"
Vu < kV\; le second membre tend vers A, done Vu,
devient inférieur 2 un nombre &' < 1.

Ce résultat permet en quelque sorte de dire que le carac-
tere de Caucly tire tout le part possible de la comparaison
avec les progressions géométriqgues.

Une simple réflexion montre qu’il n'en est pas de méme

.. . . . .
pour la régle de d’Alembert, qui introduit la fraction L en

u
n

général plus compliquée que v, , de méme que la dérivée d'une

fonction est en général plus compliquée que la fonction, sauf

‘-)
quelques cas). Les quantités v peuvent, en effet, devenir in-

uﬂ —+1
17

finiment petites, le rapport ayant des valeurs fres

n

grandes pour certaines valeurs de n.

1
!
3
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Les exemples étudiés dans ce qui précede suffisent pour
montrer 'importance et I'utilité pratique de la comparaison
des différents criteres de convergence. On vérifiera de méme
que la regle de Duhamel, qui sert a compléter la regle de
d’Alembert, introduit la comparaison avec une certaine série
de la forme 71—;, de sorte que si cetle regle permet de
démontrer la convergence d'une série (u), le caractere nu
s'applique aussi a la méme série, pour une valeur convenable
de .

Nous venons d’é¢tudier les dill'érents critéeres de conver-
gence au point de vue de leur puissance, il faut maintenant
nous placer a un autre point de vue, celui de leur commo-
dilé. Par exemple, nous avons fait voir que si, pour une série,

”-n —+1

u
n

reste inférieur a /<1, n u, tend vers 0; mais cela

n‘empéche pas que, dans certains exemples, il est plus facile
de constater le premier fait que le second ; c’est pour ce
motif qu’il peut y avoir malgiré tout avantage a emplover la
regle de d’Alembert. Dans quels cas est-il logique d’essayer
tel caractere plutot que tel autre ? Nous pourrons donner
une réponse a cette question a la condition de nous borner
aux cas les plus usuels.

Tout d'abord un caractere de convergence aura des
chances d’¢tre d’autant plus commode que la fonction de n
quil introduit sera plus simple. D’autre part, ce qu'on doit
¢tndier en derniere analyse, c’est la rapidité avec laquelle
u lend vers 00 ; pour cela, on met t, sous forme d'un pro-
duit de facteurs, en faisant abstraction de ceux (qui restent
finis, et portant attention sur ceux quisontinfiniment petits.
Cela posé, passons en revue les différentes manicres dont »
colre dans « dans les cas les plus fréquents.

i". Un premier cas estcelui ot n n’entre qu'algébriquement
dans «,. Comme cas plus particulier, u, est fonction ration-
nelle de ni. Dans ce cas, w, est comparable a une expression

de Ta forme Ant. el Papplication des regles relatives a ntu,
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donne immédiatement la réponse ala question posée. . essai
de tout autre caractere doit étre considéré comme une mala-
dresse.

2°. n entre de la manicre précédente, et enoutre, en expo-

sant. G'est le cas, par exemple, ou il y a un facteur £". leci,
;

les fonclions ;}Ij_l el \//[,‘7; contiennent le facteur x, qui cor-

n

respond & ce facteur &, et est plus simple que lui ; il v a des
chances pour que ces caracteres réussissent.

o

3% n entre par des factorielles, par exemple par

co+1. . adn—1.

("
lei, - est tout indiqué, parce que le facteur qui, dans
(" '
“N-H - . , . SO .
o correspond a la factorielle, est la quantité tres simple
"
a4

4. o enlre dans u, par des facteurs irr <>ul](,1‘s au point

de vue de la variation quand /1(ronlmdchnnncnt par e\omp]o
par des fonclions [1100nonwtr1qum telles que sinn.r; 1ci,

"o,

T | ‘ N § b ] i /
—" est a proscrire completement, Il y a en général avan-
"
tage, dans ce cas, a considérer d’abord la série obtenue en
supprimant ces lacteurs 11’1‘(*()\111( IS 5 par exe mplo le moven

7 . sintnwe _ ,
J e [)]us court de montrer que la série — est conver-
n!

vente sera de dire quon l'obtient en multipliant par des

facieurs < | les termes de la série f'— , donl on démontre la
n!

convergence par la régle de d’\Nlembert.

g

D', e entre par. ey la fonction La croit moins vile
qu'une puissance positive quelconque de n; on se trouve
dans des conditions moins avantageuses que dans le cas 1°,
en ce qui concerne du moins le facteur logarithmique ; par

suile, si les caracteres n%u ¢échouent, il n'y a pas d’aulre
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: . 1 (I
ressource que d’avoir recours aux séries ) — > 1
nLn  niLn)®
ete., qui, comme on sait, sont précisément les intermédiaires
o 1 | L :
entre les séries — et — > 1), au point de vue de la rapi-
n ne ot '

dité delaconvergence oudeladivergence. Moins que jamais,

_ T un—}-i
on ne doit ict emplover ——-
. ("
n

Nous avons conslaté, en résumé, que l'emploi de la regle
de d’Alembert est utile dans deux cas, celut ou n entre en
exposant, et en factorielle. 1l est bon de remarquer que c'esl
précisément le cas des séries quon obtient quand on déve-
loppe en série de Maclaurin, les fonclions simples, L (1 4 ¢,
1+ ¥, ete. Mais il n'en est pas moins vrai qu’il s’agit la
d'un fait qu'on doit considérer comme exceptlionnel.

Il serait facile de compléter apercu qui précede, en ce qui
concerne, soil d’autres caracteres de convergence, soit des
caracteres de divergence.

René Baire (Montpellier,.
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