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CORRESPONDANCE

A propos d'un théoréme sur le triangle.

Le théoreme de M. Kariya publié dans notre numéro de mars, qui nous a
déjac valu d’intéressantes remarques publices en mai, vient de nous c¢n
procurer encore d’autres que nous publions ci-apres, du moins quant &
ce qu’elles conticnnent de nouveau.

IV. — M. Pierre Fauvre (Paris) d'une part, et M. Houssars
(Roanne) d’autre part, nous envoient une démonstration analogue
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a celle de MM. Cantoni et Demoulin, publiée page 236, mais ils
é¢tudient de plus la conique T' qu’ils montrent étre une hyperbole
équilatere, résultat signalé aussi par M. Cantoni. M. Faure ajoute
une construction de cette courbe que nous reproduisons. Pour les
notations, on comparera la nouvelle figure avec celle de la
page 230.

Cherchons la direction des asymptotes de cette conique T
pour cela, tracons un cercle passant par .\, par exemple le cercle
circonserit au triangle A A, A, et menons par A, des paralléles a
irois couples de rayons homologues des faisceaux (A, m,) et
Ay myi; les rayons doubles des deux faisceaux de sommet A, ainsi
formés, seront paralleles aux asymptotes cherchées.

Choisissons pour déterminer les deux faisceaux, les trois cou-
ples suivants :

A, A, et son homologue \| \, ;

Ay by et A by paralléles aux bissectrices intéricures du triangle
en A\, et Ay

A ey et A ¢y paralleles aux hauteurs du triangle relatives aux
sommets \, et \,.

Pour obtenir les rayons doubles, il suffit de joindre le point A,
aux points d’intersection du cerele et de la droite qui joint les
points de concours de A, by avee A,y b, et de A, ¢, avee A, ¢,.

Les angles e, A} A, et ¢, A, A, étant droits par construction, les
droites A, ¢, et A, ¢, se coupent au centre du cerele, et la droite
qui détermine les rayons doubles passe aussi par ce centre. Done,
les paralleles aux asymptotes sont rectangulaives entre elles ; par
suite, la conique, lieu du ““ point de Karviya” est une hyperbole
¢quilatere passant par les points A, A, A, O.

[P est facile de construire le centre de cette hyperbole : c'est le
point commun aux quatre cercles des neuf points qui correspon-
dent aux quatre triangles formés par les points A\, A, A, O pris
trors a trois.

P. Fauvre (Paris..

V. — M. G. I'raxke nous éerit :
M. E. Jahnke a bien voulu fixer mon attention sur la note que
M. Karviya a publiée dans I'Enseignement mathématique.

En Pétudiant, jai trouvé d’abord qu'on peut remplacer sans
aucune difliculté dans le caleul du mathématicien japonais le
centre du cercle inserit par les centres des cercles ex-inserits !
pour trouver trois autres points de Kariya.

Cesrecherches mont fait établir un nouveau point remarquable
du triangle.

Tandis que le point de M. Kariya est 1ié au centre du cerele

t Cette remarque relative anx cercles ex-inserits nous a éLé ¢galement signalée par M.
Houvssars, ) )
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inscrit, j'ai obtenu le nouveau point en partant du cercle circons-
crit, et ce qui me parait intéressant, ¢’est que ce point est situé
sur la droite d’Euler.

Soit M le centre du cerele circonserit au triangle Ap A, Ay,
soient MD,, MD,, MD, les perpendiculaires abaissées de M sur les
cotés de ce triangle. Prenons sur ces droites trois points M, M, M,
tels que

(1) - MM; MM, MMs _m
MD, = MD, = MD; — n°

Je vais démontrer que les trois transversales Ay M, Ay M, et
A, M, sc coupent en un point P situé sur la droite d'Euler.

En elfet, supposons d’abord que les trois transversales ne cou-
pent pas HM en un scul point P, mais en trois points P, P, P,

On aurait

P, M

P, M

T D
P, Il ?

As

D’autre part, d’apres un théoreme élémentairve, on sait que
A D= 2MD, : AJT=2MD, : A,JT = 2MD,.
En combinant avee (L} on trouve

MM, MM, MM,

AH 7 AH T AH S

(’est pourquoi il suit de (2)

P,M __ P,M _ P;M
ORI N T R AT

Aussi les trois points P, P,, P, tombent-ils en un seal point P.
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On voit immédiatement que le point P est situ¢ sur la droite
HM de telle sorte que
PM MM, MM, _ m
PH — A,H _ 2MD,  2n°

Done, le lieu géométrique du point P, m, n étant vzll'ia]')l.cs, est
la droite d’Euler, et le point P divise le segment d’Eu]Ae_l_' joignant
. le centre M du cercle circonscrit avec l'orthocentre I, dans le
rapport m : 2n. ‘ o
G. Fraxke (Berlin.

VI. — D’aatre part M. Caxroxt nous écrit :

Permettez-moi d’ajouter encore un mot relatif au théoreme de
M. Kaviya. D’apres M. Barsarix (Enseign. math., p. 232), le théo-

Fig. 3.

reme en question n'est pas nouveau, mais a déja ¢té énoncé au
Congres de Carthage. Toutefois il existe une différence entre
les propositions énoncées par M. Barbarin et celle de M. Kariya.
En ellet, jobserve ue cette derniere proposition peut étre regardée
comme un cas particulier d’'une proposition plus générale n’ayant
pas de lien étroit avec celles de M. Barbarin.

Soit H, un point quelconque du plan du triangle ABC; je joins
H aux trois sommets A, B, C, et je fais HP —= HB, HR = HA. Je
mene PQ parallele a AC et RS parallele a CB. Soit O le point de
rencontre des deux droites menées par A et par B et respective-
ment paralleles a QI et SH. Si par O, je mene les droites OX, OY,
O7. respectivement paralleles & HA| 1B, HC et si je prends sur ces
droites les points D, I, If également distants de O, les trois droites
AD; BE et CIF concourent en un méme point.
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La démonstration est identique a celle indiquée dans le cas
particuliecr ou Il est le point de concours des hauteurs du triangle.
Il est évident que dans ce cas général, les droites AIf et A, BD
et BIY, CE et CD ne seront pas des couples de droites isogonales.

5. Caxroxt Viadana, Mantova .

VII. — M. Caxroxi, ayant recu les épreuves de ce qui précede,
en a tiré encore quelques réllexions que nous résumons comme
suit :

«) Relativement a la note de M. Faurve, on peut observer que la
direction des asymptotes de 'hyperbole T peut s’obtenir encore
plus simplement. Soit O le centre du cerele inscrit au triangle
A ALAL M e eentre du cercle eir-
conscrit, ¢t tirons par O et M un
diametre PQ).

Prenons maintenant sur le cerele
circonscrit des ares

AP/ = AP, AsQ = A20Q |

AP et A Q7 sont les directions
cherchées.

[."hyperbole T est une transfor-
mée arguésienne du diamctre Q.

b Quant au théorcme de M.
[Franke, 1l peut se démontrer de

Fig. 4. méme ue celur de M. Kariyva. Re-

prenons la figure accompagnant

le texte de M. Franke et les notations de celui-ci. Quand le rap-
port m :n varie sur les droites MD,, MD,, les droites tirées de
A, et A, aux points M, et M, engendrent des faisceaux projectifs.
I.e hieu des points tels que P est alors en géndéral une conique
qui, bien entendu, peut dégénérer. Or, ici nous connaissons ma-
nifestement trois points du liecu, car le centre M du cercle cir-
conscrit au triangle, le barycentre et orthocentre de ce dernier
correspondent respectivement aux valeurs 0, =, I du rappori
m:n . D'apres le théoreme d'FEuler, ces trois points sont sur une
méme droite qui est le lieu déterminé finalement par M. Ifranke.

ISt encore toutes ces considérations peuvent-elles rentrer dans
quelque chose de plus général.

Considérons le triangle A AL\, , les médianes dont les pieds
seront D, D,D, . Les triangles A\ A, N, D,D,D, ont méme bary-
centre G. Prenons un point quelconque 1 dans A, A A, et tirons
HG, qui coupe AyAyen P et DD, en Q. Menons par D, D, D, des
droites respectivement paralleles a A, AT, AL elles se cou-
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pent en un point M disposé dans D, D, D, comme I (lans A AC,AS ,
st bien que H, G, M sont cv1demmcnt en ligne droite. Si mainte-
nant 'on plend des points M,, M,, M; (non marqués sur la fi-
gure) respectivement sur MD, , MD, \ID3, de telle sorte que

M My MM: MM

DiM:1 7 D2:Me  DsM;

A -

Fig. 5.

les trois transversales \ M , A, \L, ALM. auront toujours un
l 7 3 ] J
polnt de concours situé su]. I[G\l.

Si H devient Porthocentre, M devient le centre du cercle cir-
conscrit.

K. Caxroxr (Viadana, Mantova).
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